Efecto de huecos y bordes sobre la medición de lacunaridad y fractalidad en un catálogo de galaxias by García-Farieta, Jorge Enrique
UNIVERSIDAD NACIONAL
DE COLOMBIA
Efecto de huecos y bordes sobre la
medición de lacunaridad y fractalidad
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“I don’t have to know an answer. I don’t feel
frightened by not knowing things, by being lost
in a mysterious Universe without any purpose,
which is the way it really is as far as I can tell.
It doesn’t frighten me”. Richard P. Feynman.
“The scientist does not study nature because
it is useful to do so. He studies it because he
takes pleasure in it, and he takes pleasure in
it because it is beautiful. If nature were not
beautiful it would not be worth knowing, and life
would not be worth living. I am not speaking, of
course, of the beauty which strikes the senses,
of the beauty of qualities and appearances. I am
far from despising this, but it has nothing to do
with science. What I mean is that more intimate
beauty which comes from the harmonious order
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calcular las cantidades fractales, y al Dr. Florian Beutler del Lawrence Berkeley National
Laboratory - Physics Division, por facilitarme la máscara del footprint de SDSS BOSS. A los
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La suposición de que el universo es homogéneo e isótropo a escalas suficientemente grandes,
es esencial para la comprensión actual de la cosmoloǵıa. Las observaciones cosmológicas
revelan claramente que el universo presenta un agrupamiento jerárquico en la distribución
de galaxias, con una transición a la homogeneidad a grandes escalas de acuerdo con el
modelo estándar cosmológico (ΛCDM). Algunas estimaciones observacionales sugieren que
el universo se comporta como un objeto multifractal donde el agrupamiento de galaxias se
basa en la generalización de la dimensión del espacio métrico. Desde este punto de vista se
estudia la distribución espacial de puntosF, que emulan galaxias a gran escala en el universo,
con muestras sintéticas del Sloan Digital Sky Survey (SDSS) considerando el redshift de las
galaxias e incluyendo el efecto de huecos observacionales. Se elaboraron catálogos homogéneos
siguiendo una función de selección radial utilizando el método “shuffled” para una muestra
principal de 3.273.548 galaxias limitadas en redshift con 0.002 < z < 0.2. Adicionalmente
se creó una distribución aleatoria de huecos observacionales, en coordenadas ecuatoriales
ascensión recta α y declinación δ, en la máscara footprint de SDSS-BOSS, la cual contiene
un muestreo ideal de todos los puntos registrados en el catálogo. Con el fin de caracterizar la
distribución de galaxias usando cantidades multifractales, se determinó la dimensión fractal
Dq(r) y el espectro lacunaridad en el intervalo −6 < q < 6, utilizando la técnica de ventana
deslizante para caracterizar el agrupamiento jerárquico en estos catálogos, aśı como su
dependencia con la distancia radial. De acuerdo con nuestros resultados, existe una relación
entre la densidad de huecos observacionales en las máscaras del SDSS (con diferentes tipos
de bordes) y la escala de homogeneidad rH ; en particular, los huecos provocan corrimientos
en la escala de homogeneidad. En este caso, para porcentajes de agujeros cerca del 40%, y
con q > 0 y que rH se desplaza a escalas del orden de 120 Mpc/h. Porcentajes entre 10%
y 30% muestran rH de 70 − 90 Mpc/h; y por debajo del 10% de huecos, los valores de rH
se reducen hasta ser iguales a los rH del footprint de SDSS-BOSS, esto es, ∼ 20 Mpc/h. En
el caso de q < 0, las escalas de homogeneidad presentan fuertes fluctuaciones para todos los
porcentajes de huecos estudiados.
Palabras clave: Estructura a gran escala del universo, agrupamiento galáctico, agujeros




The assumption that the Universe, on sufficiently large scales, is homogeneous and isotropic
is crucial to our current understanding of cosmology. Cosmological observations reveal clearly
that the Universe contains a hierarchy of galaxy clustering with a transition to homogeneity
on large scales according to Standard Model of Cosmology (ΛCDM). Some observational
estimates suggest that the Universe behaves as a multifractal object where the galactic
grouping is based on the generalization of the dimension of metric space. From this point
of view, in this thesis, we study the spatial distribution of points, simulating galaxies on
large-scale in the Universe, with samples from the Sloan Digital Sky Survey of Galactic
redshift (SDSS) including observational holes in the masks. We build homogeneous catalogs
following the radial selection function using the “shuffled” method for a main sample of
3.273.548 limited redshift 0.002 < z < 0.2 galaxies. Additionally, a random distribution of
observational holes in right ascension and declination was created in the footprint mask of
SDSS-BOSS that contained an ideal sampling of all points of the aforementioned masks. In
order to characterise the galaxy distribution using multifractals, we determined the fractal
dimension Dq(r) in the range −6 < q < 6 and the lacunarity spectrum using the sliding
window technique to characterize the hierarchical clustering in these catalogs, as well as its
dependence on the radial distance. Our results show that there is a relationship between the
number of observational holes with different borders in SDSS masks with the measurement
of the homogeneity scale rH , particularly, observational holes cause a shift in the scale of
homogeneity. For percentages of holes near to 40% with q > 0, rH is displaced to scales of
order of 120 Mpc/h. Percentages between 10% and 30% show a rH of 70− 90 Mpc/h; and
below 10% of holes, the rH is decreased to be equal to the rH of the footprint of SDSS i.e
∼ 20 Mpc/h. In the case of q < 0, the homogeneity scales have strong fluctuations for all
holes percentages studied.
Keywords: Large-Scale Structure of the Universe, galaxy clustering, observational
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3.3. Construcción de catálogos sintéticos y muestras limitadas en redshift . . . . 44
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r para entornos de alta densidad, con 1 < q ≤ 6. Las barras de error tienen
una incertidumbre de ±1σ y coinciden con el ancho de ĺınea de las curvas,
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Durante las últimas décadas, las preguntas fundamentales de la cosmoloǵıa f́ısica se han
mantenido esencialmente iguales. En este sentido la distribución de galaxias y la formación
de estructura a gran escala en el Universo son algunos de los campos de investigación más
activos desde el punto de vista teórico, observacional y computacional. El paradigma actual
del modelo estándar de la cosmoloǵıa afirma que el Universo a gran escala es homogéneo
e isotrópico, de manera que las inhomogeneidades observadas sólo son de carácter local y
deben desvanecerse a escalas suficientemente grandes (Grujic y Pankovic, 2009; Gabrielli
et al., 2006). En este contexto, la expresión “suficientemente grandes” se refiere a escalas del
orden de cientos de megapársecs (Mpc). Este postulado al que se ha denominado principio
cosmológico, fue introducido en 1933 por Edward Milne y formulado inicialmente por Einstein
alrededor de 1915, se basa por un lado, en observaciones de la radiación cósmica de fondo
(Caruso y Oguri, 2009; Peacock, 1999), cuya isotroṕıa se encuentra del orden de una parte
en cien mil y por otro, en consideraciones filosóficas, el Universo observado debe ser el mismo
para cualquier observador independiente del punto de observación y de su dirección (Longair,
2008; Peacock, 1999).
No obstante, tras el éxito de los modelos f́ısicos basados en este principio cosmológico, aún
quedan preguntas fundamentales sin resolver respecto a la formación de estructuras en el
Universo (Reeves, 1996). En particular, la distribución de galaxias presenta un agrupamiento
altamente estructurado con patrones jerárquicos, propiedades de invariancia de escala y
dimensión fractal alrededor de 2, en donde nuevas leyes, conceptos y generalizaciones son
necesarios (Pietronero y Labini, 2004). Algunos estudios recientes, como los de Yadav et al.
(2010) han sugerido una escala máxima de 260 Mpc/h para estructuras dentro del Universo,
otros autores han sugerido valores tan bajos como 60 Mpc (Sarkar et al., 2009; Hogg et al.,
2005; Yadav et al., 2005); mientras que los análisis de Clowes et al. (2013) sugieren que el
tamaño máximo de una estructura puede ser aproximadamente 370 Mpc. Asimismo algunas
observaciones sugieren la existencia de estructuras por encima de estos limites, por ejemplo
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el “Clowes-Campusano LQG” con una longitud de 580 Mpc (Clowes et al., 2013). U1.11
un gran grupo quasar, tiene una longitud de 780 Mpc (dos veces más grande que el ĺımite
superior de la escala de la homogeneidad) (Clowes et al., 2012); La LQG, descubierta en
2012, es tres veces más larga y el doble de ancha que el valor previsto según los modelos
actuales, i.e. marginalmente mayor que la escala consistente con el principio cosmológico
(Aron, 2013). En 2013 se descubrió una nueva estructura con un ancho entre 2000-3000
Mpc, La Gran Muralla de Hércules-Corona Boreal, que pone aún más en duda la escala de
validez del principio cosmológico (Horvath et al., 2013).
En la última década, el interés en el desarrollo de la cosmoloǵıa fractal ha arrojado
resultados promisorios, convirtiéndose en un campo fértil de trabajo para la investigación
de la formación de estructuras a gran escala en el Universo (Baryshev y Teerikorpi, 2002).
La información proveniente de los últimos informes de catálogos de galaxias muestra que la
distribución de galaxias en el Universo observado exhibe una estructura compleja, invariante
de escala, con una dimensión fractal espećıfica (Pietronero y Labini, 2004); adicionalmente, de
acuerdo con Yadav et al. (2010), la dimensión fractal puede ser entendida como un indicador
estad́ıstico que permite determinar la escala de homogeneidad, en donde las contribuciones
debidas a las geometŕıa de los surveys de galaxias deben ser tenidas en cuenta, aunque esto
no siempre sucede. En orden a contribuir con estos desarrollos, en el presente trabajo de
tesis se estudia cómo la geometŕıa, espećıficamente la presencia de huecos y bordes afecta
los cálculos de multifractalidad y lacunaridad de la distribución de galaxias a gran escala en
catálogos de galaxias como el Sloan Digital Sky Survey (SDSS).
A modo de objetivo, en esta tesis se estudia cómo la presencia de huecos y bordes en un
catálogo sintético afecta los cálculos de lacunaridad y multifractalidad en la distribución
de galaxias a gran escala. Para ello espećıficamente se ha de adquirir experiencia en el
uso de bases de datos de catálogos de galaxias, construir catálogos de datos homogéneos
pero con regiones del espacio sin datos (huecos), y catálogos homogéneos con ĺımites
espaciales (bordes), para finalmente determinar el efecto de la presencia de huecos y
bordes en dichos catálogos mediante la determinación de cantidades fractales como son la
dimensión multifractal y el espectro de lacunaridad. Con lo antedicho, el presente documento
se desarrolla de la siguiente manera. Las secciones restantes del caṕıtulo 1 introducen
brevemente el marco actual del modelo estándar cosmológico ΛCDM, el concepto de escalas
en el Universo y los procesos de formación de estructura a gran escala. En el caṕıtulo 2 se
hace una descripción teórica de las propiedades fractales que caracterizan la distribución
de galaxias, como el concepto de dimensión fractal; a partir del cual se describen algunos
modelos fractales que recrean el agrupamiento jerárquico de estas distribuciones. En la última
sección de éste caṕıtulo se introducen las cantidades multifractales, lacunaridad y dimensión
fractal generalizada. En el caṕıtulo 3 se expone en qué consisten los catálogos de datos,
en torno a las muestras y máscaras usadas en el Sloan Digital Sky Survey (SDSS); en
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este sentido se detallan los aspectos fundamentales para entender el origen de huecos y
bordes observacionales en los catálogos, como la importancia del footprint y las máscaras de
observación. En la última sección de este caṕıtulo, se describen los procedimientos utilizados
para construir los catálogos sintéticos con el footprint de BOSS, limitarlos en redshift y
generar las distribuciones de huecos y bordes en los mismos. El método utilizado para
determinar las cantidades fractales y el respectivo análisis multifractal de estos catálogos
se describen en el caṕıtulo 4. En este caṕıtulo se determinó, para cada catálogo, la integral
de correlación generalizada Cq(r), la dimensión fractal Dq(r) y el espectro lacunaridad en
el intervalo −6 < q < 6, aśı como su dependencia con la distancia radial. En particular
se estudia el comportamiento de la escala de homogeneidad rH para cada parámetro de
estructura q en cada uno de los catálogos. En el caṕıtulo final se exponen las conclusiones
del trabajo y algunas consideraciones respecto a trabajos futuros.
1.2. El Modelo Estándar Cosmológico
Hasta la segunda mitad del siglo XX no hubo suficiente evidencia f́ısica para hacer modelos
razonables sobre el origen y evolución del universo. El actual modelo estándar de la
cosmoloǵıa, que es el paradigma cient́ıfico con el que se pretende dar respuesta a algunas
de las preguntas fundamentales en este campo, se desarrolló originalmente en torno a tres
pilares de evidencia observacional (Dodelson, 2003):
La expansión del universo de acuerdo con la ley de Hubble.
La Radiación de fondo de microondas.
La abundancia de elementos qúımicos y nucleośıntesis.
El modelo estándar de la cosmoloǵıa supone como válida la teoŕıa general de la relatividad
y asume las hipótesis de homogeneidad e isotroṕıa en las ecuaciones de campo de Einstein,
obteniendo como solución la métrica de Robertson-Walker (FLRW) (Dodelson, 2003). Este
modelo explica varias observaciones astronómicas, incluyendo el alto grado de isotroṕıa
encontrado en la radiación cósmica de fondo (CMB). Pese a los grandes éxitos de este
modelo, existen problemas al explicar datos del espectro de potencias de la CMB, y también
con la formación de estructura a gran escala en el universo (Reeves, 1996). Por esta razón se
han tenido en cuenta modelos alternativos como una posible explicación a estas anomaĺıas.
Algunos de estos modelos incluyen como caso particular FLRW, de alĺı su importancia. En
el caso de la formación de estructura, a pequeñas escalas, menos de 100 Mpc, se observan
inhomogeneidades que a escalas mayores son imperceptibles suponiendo la validez general
del principio cosmológico. Los modelos de FLRW no son los únicos homogéneos, existe
una familia de soluciones que cumplen parcialmente con el principio cosmológico. Estos
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modelos son conocidos como universos de Bianchi (homogóneos pero no isotrópicos) y los de
Lemâıtre-Tolman-Bondi (isotrópicos pero no homogénos) (Bonometto et al., 2010).
En este contexto, la relatividad general (RG) es la teoŕıa más aceptada hoy en d́ıa
que explica los fenómenos gravitacionales (Bonometto et al., 2010). De acuerdo a la
RG, la atracción gravitacional entre masas se debe a una curvatura del espacio-tiempo
y por tanto a la geometŕıa del mismo, y no a fuerzas a distancia en contraste con la
gravitación Newtoniana. Los principios fundamentales introducidos en esta generalización
son: el principio de equivalencia, que describe la aceleración y la gravedad como aspectos
distintos de una misma realidad (Aleman, 2010), la noción de la curvatura del espacio-tiempo
y el principio de covariancia generalizado. Esencialmente la RG requiere 10 ecuaciones
diferenciales no lineales parciales y acopladas para describir completamente el fenómeno
gravitacional; estas ecuaciones proporcionan una formulación precisa utilizando el lenguaje
tensorial para relacionar la geometŕıa del espacio-tiempo con las propiedades de la materia
misma. Con ello, las ecuaciones de campo de Einstein que determinan la forma de la métrica




Rgαβ + Λgαβ =
8πG
c4
Tαβ signatura (−,+,+,+), (1-1)
en donde Rαβ es el tensor de Ricci, R el escalar de curvatura, Tαβ el tensor de
momentum-enerǵıa, Λ la constante cosmológica, G la constante de gravitación universal,
y c la velocidad de la luz en el vaćıo. El tensor de Ricci se obtiene como la contracción del

















gαδ (gβδ,γ + gδγ,β − gβγ,δ) las conexiones af́ın o śımbolos de Christoffel, con
gαβ las componentes del tensor métrico. El tensor de Ricci definido como la contracción del
tensor de Riemann sobre los ı́ndices primero y tercero, se obtiene a partir de Rαβ = R
η
αηβ, y el
escalar de Ricci, o de curvatura, se obtiene de la contracción completa de ese mismo tensor,
y por ello es un invariante R = gαβRαβ. El tensor de enerǵıa-momentum contiene toda la
información sobre la densidad de enerǵıa, momentum, tensiones y campos electromagnéticos
en una determinada región del espacio-tiempo.
El modelo estándar cosmológico se basa en dos premisas básicas que constituyen el principio
cosmológico: la homogeneidad e isotroṕıa del universo a escalas grandes, es decir por encima
de los cientos de Mpc (Dodelson, 2003). Estos postulados permiten escribir el elemento de
ĺınea en un universo maximalmente simétrico1 por medio de la métrica de Robertson-Walker
1Un espacio maximalmente simétrico es un espacio métrico en el que se puede definir un número máximo
de cantidades conservadas e invariantes, es decir vectores de Killing. Por ejemplo, el espacio de Minkowski de
la relatividad especial posee 10 vectores de Killing: 4 traslaciones espaciotemporales, 3 rotaciones espaciales
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como:




+ r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2
]
, (1-3)
con a(t) el factor de escala y k un parámetro que define la geometŕıa del universo; para k = 0
se tiene una geometŕıa plana, k = 1 geometŕıa esférica, y k = −1 geometŕıa hiperbólica;
esquemáticamente en la Fig. 1-1 se representan las diferentes geometŕıas según este factor.
Cabe notar que en estos universos las coordenadas espaciales son comóviles con la expansión
del universo2, que se describe por el factor de escala a(t), en general este parámetro de







Fig. 1-1: Geometŕıa espacial del universo (imagen de [NASA/GSFC]).
La formulación antes descrita junto con el principio cosmológico, permiten escribir el tensor
de enerǵıa-momentum T µν = diag(−ρc







uαuβ + pgαβ, (1-4)
siendo p la presión del fluido, ρ la densidad de enerǵıa y uα la cuadrivelocidad de los
observadores; en tal caso, el desarrollo de las ecuaciones de campo de Einstein con constante
cosmológica, para la métrica (1-3), conduce a las ecuaciones (Liddle, 2015):
y 3 boots de Lorentz; por tanto el espacio de Minkowski es máximalmente simétrico.
2Las coordenadas comóviles son valores fijos en un sistema coordenado adaptado a la expansión del
universo. Aśı por por ejemplo, las coordenadas comóviles de dos galaxias no cambian después de la expansión































siendo H = ȧ
a
el parámetro de Hubble, G la constante gravitational, Λ corresponde a la
constante cosmologica, ρ la densidad de materia-radiación del fluido y p la presión del mismo.
La derivada temporal del factor de escala se denota como ȧ(t) = d
dt
a(t). Para resolver estas
ecuaciones es necesario conocer una relación entre la presión p y la densidad de enerǵıa ρ,
esto es, una ecuación de estado. El fluido cósmico puede entenderse como un compuesto de
materia bariónica, materia oscura3, y de radiación (part́ıculas relativistas sin masa); en este
sentido la ecuación de estado del fluido cósmico da cuenta de la evolución del universo, que
se divide comúnmente en dos épocas principales: la primera corresponde a los inicios del
universo, cuando la radiación y las part́ıculas relativistas eran el componente dominante de
la densidad de enerǵıa y la ecuación de estado podŕıa describirse como p = 1/3 ρc2 (Liddle,
2015); a medida que el universo se expandió y enfrió, la densidad de enerǵıa de radiación
decayó más rápido que la densidad de enerǵıa de la materia no relativista, con ello, después de
un cierto punto en la historia del universo la materia no relativista ha comenzado a dominar
en la densidad de enerǵıa cósmica, por lo que la presión del fluido puede ser despreciada;
esta época se conoce como: época de dominio de materia. En este sentido un modelo simple
es considerar una ecuación de estado lineal como
p = wρc2, (1-6)
con w un parámetro que en general puede depender del tiempo. Al conjunto de ecuaciones
(1-5) se les conocen como ecuaciones de Friedmann-Lemâıtre, y junto con la ecuación (1-6)
determinan el modelo cosmológico. Los modelos usualmente trabajados son los de polvo (con
w = 0) y de radiación (con w = 1/3), los cuales dan cuenta de la evolución del universo. Sin
embargo hoy en d́ıa se sabe que el universo se expande de manera acelerada, para lo cual se
ha de incluir la constante cosmológica en las ecuaciones de campo, algunos modelos tratan
de explicar esta aceleración introduciendo otras formas de enerǵıa. Un universo en expansión
se describe si ä > 0, y a partir de la ecuación (1-5b) y la ecuación de estado (1-6), se llega
a que w < −1/3. El caso con w = −1 se obtiene suponiendo que la densidad de enerǵıa es
constante, por lo que la ecuación de estado correspondiente será: p = −ρc2, es decir, una
3En cosmoloǵıa se entiende la materia barionica como toda aquella forma de materia constituida por
bariones y leptones con excepción de algunos tipos de neutrinos; actualmente la materia bariónica constituye
el 4.6% del contenido total del universo (Hinshaw et al., 2013). De otra parte la materia oscura es una
sustancia exótica que da sentido a un gran número de observaciones cosmológicas, y que probablemente se
compone de una o más especies de part́ıculas subatómicas que interactúan muy débilmente con la materia
barionica; hoy en d́ıa nuestro universo se compone de un 24% de esta sustancia (Hinshaw et al., 2013).
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ecuación de estado con una presión negativa. La forma de enerǵıa asociada con la presión
negativa se conoce como enerǵıa oscura. De otra parte, podemos asociar una densidad de
















puede ser reescrita en términos de los parámetros cosmológicos de densidad de materia Ωm,
el parámetro de densidad de vaćıo Ωλ y el parámetro de densidad de curvatura Ωk definidos

























= 100 h km s−1Mpc−1 la
constante de Hubble. El parámetro adimensional de Hubble h se introduce para normalizar
la constante de Hubble dando independencia de la incertidumbre relativa en la medición
de H0 (Peebles, 1993). Este parámetro puede tomar valores entre [0, 1] y actualmente las
observaciones muestran que h = 0.678. Todas las cantidades anteriores están definidas por
sus valores en la época presente. La ecuación (1-8), conocida con el nombre de regla de suma
cósmica se reescribe ahora como:
Ωm + ΩΛ + Ωk = 1. (1-10)
La restricción de parámetros cosmológicos utilizando datos del satélite Planck ha estimado
que los valores para dichos parámetros son Ωm = 0.3089 ± 0.0062, ΩΛ = 0.6911 ±
0.0062, Ωk = 0.000±0.005 (Ade et al., 2015). En la figura 1-2 se aprecian las restricciones
observacionales actuales sobre la densidad cósmica de toda la materia, y las regiones de
coincidencia en el plano ΩΛ-Ωm, a partir del cual se estiman las cotas para los parámetros
cosmológicos. De otra parte, de los estudios de la radiación cósmica de fondo (en inglés,
cosmic microwave background o CMB) utilizando información del Wilkinson Microwave
Anisotropy Probe (WMAP), y mas recientemente de la misión Planck, se sabe que el
contenido actual de materia del universo es en un 68.3% enerǵıa oscura, 26.8% materia
oscura, y un 4.9% de materia bariónica (materia ordinaria)4.
Con base en los resultados anteriores, un universo de Friedmann se puede describir como
una función del factor de escala en términos de los parámetros cosmológicos H0, Ω0, ΩΛ, Ωk
4Datos obtenidos de http://www.esa.int/Our_Activities/Space_Science/Planck/
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Fig. 1-2: Restricciones observacionales actuales sobre la densidad cósmica de toda la materia,
incluyendo la materia oscura (Ωm) y la enerǵıa oscura (ΩΛ) en relación con la densidad de
un universo con densidad cŕıtica (imagen tomada http://www.eso.org/public/images)
(Schuecker y et. al., 2003).






−2 + ΩΛ. (1-11)
Esta ecuación adquiere relevancia en la medida en que permite obtener la relación entre el








Un aspecto fundamental del modelo estándar cosmológico es la medición de distancias,
estas dependen de la métrica usada y también del contenido de materia en el universo.
Como se examinó antes, las ecuaciones de Friedmann dependen principalmente de la forma
de las ecuaciones de campo, de modo que las expresiones para las distancias dependerán
finalmente de la forma de la métrica y las ecuaciones de campo usadas. Es usual expresar
el tiempo a través del redshift cosmológico. Debido a la expansión del universo, la radiación
electromagnética emitida con una longitud de onda λem, se observa en un lugar distante
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con una longitud de onda λobs > λem, es decir que la señal electromagnética ha sufrido un
desplazamiento hacia el rojo dado por z = (λobs − λem)/λem. Este desplazamiento hacia el
rojo es de suma importancia ya que se puede determinar observacionalmente a través de la
medición de espectros. Si se desprecian los movimientos peculiares que la fuente pueda tener,
el redshift se puede relacionar con el factor de escala mediante




con aem el factor de escala al momento de la emisión.
Uno de los modelos cosmológicos mas simples corresponde a un universo plano con Λ = 0;
este modelo se denomina universo Einstein-de-Sitter con parámetros Ωm = 1, ΩR = ΩΛ = 0,
y es muy atractivo desde el punto de vista teórico, ya que surge como una predicción natural
de los modelos inflacionarios. Al igual que la mayoŕıa de modelos de la naturaleza, en el
modelo estándar cosmológico se han efectuado sucesivos refinamientos y se han presentado
dificultades significativas que han dado lugar a investigaciones más profundas en el mismo
campo. Uno de los aspectos llamativos del modelo estándar es que exhibe un balance entre
los parámetros cosmológicos, que debe mantenerse con bastante precisión en el Universo
para que éste exista tal como lo conocemos. Si bien la evidencia observacional que apoya
este modelo es enorme, el modelo estándar cosmológico no está exento de problemas. En este
punto Trefil (2013) menciona los siguientes:
 Problema de la asimetŕıa bariónica: Un resultado evidente de las observaciones es
la asimetŕıa que existe entre las cantidades de materia y antimateria en el universo,
el problema radica en que tras el Big Bang se debieron haber producido cantidades
iguales de estas dos sustancias, aśı pues la pregunta abierta al d́ıa de hoy es ¿por
qué hay un predominio de la materia sobre la antimateria?. Este fenómeno aún no
explicado por el modelo estándar de part́ıculas ni por la relatividad general, establece
que después del inicio de la era de las part́ıculas no hay ningún proceso conocido
que pueda cambiar el número neto de part́ıculas del universo, es más, un milisegundo
después de la singularidad asociada al Big Bang el balance entre materia y antimateria
se fijó para siempre.
 Problema de la formación de galaxias: Dado que la expansión cósmica es lo
suficientemente fuerte como para superar la atracción gravitacional y evitar que se
formen galaxias con cualquier modelo razonable de turbulencia. La pregunta acerca
de cómo se formaron las estructuras a gran escala en el universo es un problema
no resuelto por la cosmoloǵıa pese al éxito del modelo jerárquico basado en ΛCDM.
Este modelo propone que los halos de materia oscura fŕıa, que albergan galaxias, se
formaron en un determinado tiempo de forma jerárquica, es decir mediante la unión
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de halos más pequeños. En particular el modelo predice un número de halos mucho
mayor al que se observa, lo que se ha asociado con un defecto en la cantidad de
galaxias observables (problema de las galaxias enanas faltantes), además el modelo no
da cuenta satisfactoriamente de las curva de rotación de las galaxias, ni de la relación
de Tully-Fisher (Silk, 1999).
 Problema del horizonte: Es un problema relacionado con la alta isotroṕıa observada
en el CMB. A cada instante de tiempo cosmológico se le asocia una distancia que
determina el ĺımite u horizonte del universo observable, es decir en el cual dos puntos
pueden estar en contacto causal mediante alguna señal luminosa. Si se calcula la
distancia al horizonte desde la época en la que la radiación cósmica se desacopló de la
materia, se encuentra que regiones del cielo separadas más de 3.6o estaban causalmente
desconectadas, la pregunta es entonces ¿por qué la isotroṕıa del CMB es tan buena
como ∆T/T ∼ 10−5 para cualquier dirección del cielo?, ¿cómo podŕıan estar en
equilibrio térmico entre śı dos puntos que no pueden comunicarse, es decir dos regiones
causalmente desconectadas?. Una posible respuesta a este problema lo da la hipótesis
inflacionaria, que propone un peŕıodo muy temprano en el universo durante el cual
aumentó su tamaño exponencialmente y para el cual todo el universo observable
tendŕıa una conexión causal ya que toda región provendŕıa esencialmente de las mismas
condiciones iniciales.
 Problema de la planitud: Las observaciones de CMB muestran que la curvatura del
universo es muy próxima a cero con una precisión por debajo del 1%, con lo que la
geometŕıa que domina al universo es plana. El problema consiste en que las condiciones
iniciales del universo para producir un universo plano están ligadas a valores muy finos
de los parámetros cosmológicos, en particular de la densidad de materia y enerǵıa,
aśı que cualquier pequeña variación de estos valores provocaŕıa una curvatura diferente
de cero. De nuevo la hipótesis inflacionaria proporciona una respuesta a esta cuestión,
en dicho peŕıodo la curvatura disminuiŕıa conforme la expansión se acelera y finalmente
tendeŕıa hacia cero.
1.3. Escalas en el Universo
Una descripción realista de las estructuras en el universo debe tener en cuenta las escalas
en las que estas se producen, bien sean escalas “pequeñas” asociadas a cuerpos menores o
escalas cosmológicas en las que la red cósmica exhibe propiedades filamentales asociadas
al agrupamiento de galaxias. En el contexto cosmológico estas distancias son demasiado
grandes para ser medidas en forma directa, sin embargo se tienen diferentes maneras
para determinarlas de forma indirecta; las galaxias pueden utilizarse como trazadores de
distancias, en particular se sabe que las velocidades de recesión de galaxias distantes, debida
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a la expansión del Universo, son proporcionales a la distancia medida desde la Tierra; la
constante de proporcionalidad es la constante de Hubble H0. Para épocas anteriores del
Universo esta constante de proporcionalidad tenia un valor mayor de lo que se estima hoy
en d́ıa y se denomina parámetro de Hubble H. La relación entre H y H0 se examinó en
la sección anterior (ver ecuación (1-11)). El parámetro de Hubble establece la escala del
Universo en términos de mediciones de estructura a gran escala (Hoyle, 2000); es usual
expresar H en términos de un factor de normalización adimensional h que da independencia
de la incertidumbre en la medición de H0, con ello H0 = 100h km s
−1Mpc−1 .
El valor de H0 estimado por Edwin Hubble utilizando medidas de distancias de galaxias
a partir del corrimiento al rojo debido al alejamiento relativo entre estas, fue de
500 km s−1Mpc−1, muy por encima de los valores aceptados hoy en d́ıa. Sin embargo,
los errores se encontraron en la calibración de los indicadores de distancia. Algunos valores
más recientes de este parámetro dan cotas entre 68 y 72 km s−1Mpc−1. Por ejemplo, la
misión WMAP (9-años) lo estima en 69.32 ± 0.80 km s−1Mpc−1 (Hinshaw et al., 2013),
mientras que los últimos resultados de la misión Planck lo estiman en 67.3±1.2 km s−1Mpc−1
(Collaboration et al., 2015).
El valor de la constante de Hubble tiene implicaciones importantes en la determinación
de la edad del Universo, la determinación de la escala de homogeneidad, y en el estudio
de las estructuras a gran escala del mismo. En este último aspecto los estudios recientes
utilizando catálogos de galaxias han llegado lo suficientemente lejos como para dar cuenta
de la dinámica que rige al Universo a gran escala. El orden jerárquico en la escala de las
estructuras del Universo inicia a nivel estelar; las estrellas se agrupan en galaxias y estas a su
vez en grupos de galaxias, cúmulos de galaxias y supercúmulos que no se distribuyen al azar,
sino que forman redes filamentales, burbujas y estructuras laminares separadas por espacios
vaćıos (voids). La información que proveen los catálogos de galaxias permite estudiar los
patrones de agrupamiento, y caracterizar la distribución de las galaxias mediante una serie
de herramientas estad́ısticas como lo es el análisis fractal.
1.4. Estructura a gran escala
Las observaciones muestran que a pequeñas escalas, aquellas que están por debajo de la
escala de homogeneidad que supone el principio cosmológico, la materia no se distribuye
homogéneamente, es más, se agrupa en forma de estrellas, galaxias y cúmulos de galaxias
(Hoyle, 2000). En la actualidad la teoŕıa más aceptada para explicar la transición de un
Universo homogéneo, como muestra el CMB, a uno inhomogéneo en pequeñas escalas, se
basa en que en algún momento durante el peŕıodo inflacionario pequeñas perturbaciones
iniciales en el campo de densidad de materia, crecieron linealmente en amplitud a través de
inestabilidades gravitacionales, llevando a la formación de las estructuras que se observan hoy
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en d́ıa. Los detalles de la estructura a gran escala, como tamaños, densidades, y distribución
de la estructura observada, depende tanto de parámetros cosmológicos como de la f́ısica de la
formación y evolución de galaxias (Coil, 2013). En este escenario, la formación de estructura
involucra las propiedades y el origen de las perturbaciones iniciales en el campo de densidad,
y el tiempo de evolución de las perturbaciones cosmológicas en un Universo en expansión
(Mo et al., 2010).
Es de particular interés ver que la formación de estructura a gran escala esta relacionada con
el problema de la formación de galaxias, pues pequeñas fluctuaciones aleatorias en el campo
de densidad, en un universo en expansión, no son suficiente para permitir la formación de
galaxias (Longair, 2008); es decir, que en presencia de una tasa de expansión acelerada, la
atracción gravitacional es demasiado débil para que se formen galaxias con cualquier modelo
razonable de turbulencia, creada por la propia expansión. La cuestión de cómo pod́ıa haber
llegado a existir la estructura a gran escala del Universo, ha sido un gran problema no
resuelto del todo por la cosmoloǵıa f́ısica (Trefil, 2013). Desde el punto de vista observacional,
de Vaucouleurs (1970) encontró evidencia que soporta la idea de la distribución de galaxias
organizadas en clusters y superclusters formando estructuras jerárquicas. Esta idea muestra
que las galaxias no están distribuidas de manera uniforme en el espacio. A grandes escalas
del Universo se observa una estructura jerárquica como en la Fig. 1-3, en la que las galaxias
se distribuyen en grupos y cúmulos en escalas de 1− 3 h−1Mpc, estos a su vez se encuentran
en las intersecciones de largos filamentos de galaxias de aproximadamente 10 h−1Mpc de
longitud. Las vastas regiones del espacio relativamente vaćıo, contienen muy pocas galaxias
y abarcan todo el volumen entre estas estructuras.
Las observaciones registradas en surveys de galaxias han dado cuenta de propiedades de
autosimilaridad y dimensión fractal en la distribución de materia a gran escala, algunos
estudios recientes como los de Yadav et al. (2010) sugieren que el tamaño máximo de una
estructura puede ser aproximadamente 370 Mpc, sin embargo recientemente se ha verificado
la existencia de estructuras por encima de estos limites (Clowes et al., 2013, 2012; Aron,
2013; Horvath et al., 2013), muy superior a la escala de homogeneidad de acuerdo con el
principio cosmológico.
En términos de tamaño estos agrupamientos de materia a gran escala se pueden entender
como inhomogeneidades o estructuras que se presentan en el Universo a escalas mayores
que las de las galaxias. Observacionalmente el estudio de la distribución de galaxias a
gran escala tiene oŕıgenes remotos y diversos, sin embargo centrados en la ciencia moderna,
las observaciones de Edwin Hubble en 1930 fueron las que proporcionaron elementos para
entender que las galaxias no se distribuyen de manera aleatoria (Schneider, 2007). Hubble
utilizó un catalogo de 400 “nebulosas extragalácticas” para comprobar la homogeneidad
del Universo, encontrando que éste es parcialmente uniforme (Hubble, 1926). Los catálogos
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Fig. 1-3: Distribución espacial de galaxias en una muestra del SDSS en función del
corrimiento al rojo y ascensión recta. Las galaxias en rojo están más agrupadas que las
galaxias en azul y generalmente trazan centros de grupos y cúmulos. Tomado de Zehavi et
al. (2011).
siguientes como el de Shapley-Ames en 1932 para galaxias brillantes (Shapley y Ames, 1932),
mostraron una “desigualdad general en la distribución” de las galaxias proyectadas en la
esfera celeste con una diferencia en un factor de 2 en el número de galaxias de cada hemisferio.
Para esta muestra, Hubble observó que en escalas angulares menores a ∼ 10◦ hab́ıa un exceso
en el conteo del número de galaxias, por encima de lo que se esperaŕıa para una distribución
de Poisson (Coil, 2013), la muestra sigue una distribución gaussiana a escalas mayores, por lo
que el Universo parece ser homogéneo a escalas grandes, pero exhibe un aspecto “esponjoso”
definido por el agrupamiento de galaxias a pequeñas escalas (Hubble, 1934).
Los avances en el estudio de la estructura a gran escala fueron significativos con el catálogo
de galaxias Lick, producido por Shane et al. (1959), y con los trabajos de Seldner et al. (1977)
que mostraron con mucho más detalle que la distribución de galaxias no es uniforme. Las
muestras estad́ısticas de este catálogo y del de Zwicky y Herzog (1966), fueron analizadas
por J.P. Peebles y colaboradores en una serie de documentos (Peebles y Groth, 1975; Hawley
y Peebles, 1975), que mostraron que la función de correlación angular de dos puntos sigue
aproximadamente una ley de potencias en un rango de ∼ 0.1◦ − 5◦. Desde 1980 se han
realizado mapas de distribución galáctica en tres dimensiones; estos catálogos de estructura
cósmica trazada por la distribución de galaxias, muestra una configuración estructurada
de la materia. Algunos de los primeros catálogos de redshift galáctico fueron el KOS
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Fig. 1-4: a) Distribución de 249 galaxias en el espacio de redshift del catálogo CfA para
una declinación comprendida entre 10◦ < δ < 20◦ (imagen tomada de https://www.cfa.
harvard.edu/~dfabricant/huchra/zcat/); b) Distribución de 65559 galaxias en el espacio
de redshift del 2dF Galaxy Redshift Survey proyectadas en una declinación de 3◦ (imagen
tomada de Eke et al. (2004)).
survey (Kirshner et al., 1983), con una muestra de 164 galaxias y un campo de 15 grados
cuadrados (deg2), el CfA (Davis et al., 1982; Davis y Peebles, 1983) que contiene espectros de
aproximadamente 5800 galaxias, y que reveló la existencia de la llamada “Gran Muralla”, un
supercúmulo de galaxias que se extiende más de 170 h−1Mpc (ver Fig. 1-4a), y el catálogo
2dF (por sus siglas en inglés “Two-degree-Field Galaxy Redshift Survey”, ver Fig. 1-4b)
del Observatorio Anglo-Australiano (AAO), que mostró la estructura a gran escala a una
profundidad de alrededor de 766.5 Mpc.
En los últimos años, los catálogos de redshift han progresado rápidamente con el desarrollo
de los espectrógrafos multiobjeto y sistemas de fibra óptica que permiten observaciones
simultáneas de cientos de galaxias, con lo que es posible tener catálogos más profundos
con galaxias distantes. Un ejemplo de ello es el “Baryon Oscillation Spectroscopic Survey
(BOSS)”, uno de los proyectos desarrollados por la colaboración del Sloan Digital Sky Survey
III (SDSS-III), que consiste en aproximadamente 1000 fibras ópticas, con un volumen efectivo
de 6 Gpc3, un campo de 8509.6 grados cuadrados, y una muestra cercana a 1.5 millones de
galaxias hasta un redshift de 0.7 (Delubac et al., 2015); esto con el fin de crear un mapa
de la distribución espacial de galaxias y detectar la escala caracteŕıstica impresa por las
oscilaciones acústicas de bariones (BAO) en el Universo temprano. En la figura 1-5 se aprecia
la proyección en coordenadas ecuatoriales de la muestra total de galaxias para el Data Release
12 (DR12) del proyecto BOSS. Estos catálogos proporcionan los mejores mapas actuales de
la estructura a gran escala y con seguridad la siguiente generación de surveys permitirán
ampliar nuestros conocimientos sobre la estructura del Universo.
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Fig. 1-5: Cobertura angular de BOSS DR12 para la muestra total de galaxias en la capa
Norte Galáctica (arriba) y capa Sur Galáctica (abajo). El mapa cubre 10400 deg2 en total y
la barra de color indica la fracción de galaxias objetivo que recibe una fibra óptica. Imagen
tomada de Alam et al. (2015).

Caṕıtulo 2
Propiedades fractales de la
distribución de galaxias
La estructura a gran escala ha sido estudiada ampliamente desde la publicación de los
primeros catálogos de galaxias, algunos resultados de los análisis con grandes muestras en
redshift evidencian la existencia de correlaciones fractales en diferentes escalas (Célérier
y Thieberger, 2005), con ello la vasta red de filamentos de materia que conectan las
galaxias entre śı, se puede caracterizar a escalas no demasiado grandes por su estructura
fractal (Martinez y Saar, 2010). En particular Pietronero y Labini (2004) han encontrado
correlaciones fractales entre diferentes estructuras cósmicas complejas como las que se
muestran figura 2-1. Históricamente los fractales fueron introducidos en un modelo
cosmológico por Mandelbrot como hipótesis para resolver la paradoja de Olbers y explicar
la ocurrencia de amplias regiones oscuras en el firmamento1 (Mart́ınez y Jones, 1990).
De acuerdo con la hipótesis fractal, si el conjunto de estrellas forma una estructura con
propiedades de autosimilitud, análoga a un polvo de Cantor2 con dimensión inferior a
tres, la paradoja queda resuelta (Grujic, 2002), pues aún en un universo matemáticamente
infinito, el cielo contendŕıa regiones oscuras. Actualmente se sabe que para pequeñas escalas,
r < 10 Mpc, la distribución de galaxias exhibe un comportamiento fractal (Peebles, 1980;
Mandelbrot, 1983). Las estimaciones observacionales sugieren que el universo se comporta
como un objeto multifractal cuya dimensión de Hausdorff es próxima a DH ∝ 2.1 ± 0.1 y
cuya dimensión de correlación es D2 ∝ 1.3± 0.1 (Durrer y Sylos Labini, 1998).
1Con base en la relatividad general, el modelo estándar cosmológico resuelve la paradoja de Olbers
mediante dos hechos: 1o) dada la edad finita del universo, sólo la luz proveniente de objetos dentro de
nuestro cono de luz ha tenido tiempo para conectarse causalmente con nosotros, por lo que la paradoja
desaparece; 2o) la expansión del universo provoca un corrimiento al rojo de la radiación emitida por las
galaxias y a su vez una disminución en la intensidad de la luz, resolviendo la paradoja pues esta reducción
explicaŕıa la oscuridad del cielo (Bondi y Roxburgh, 2010).
2El polvo de Cantor es históricamente el primer objeto fractal puro, un conjunto con propiedades de
autosimilaridad cuya dimensión topológica es cero y dimensión fractal DF = ln(2)/ ln(3). Este conjunto
fractal se puede obtener a partir de la segmentación iterada de una ĺınea recta de cierta longitud; tras dividir
la ĺınea en tres segmentos iguales se extrae la parte central y se repite el procedimiento con cada uno de los
segmentos restantes. Si este proceso se realiza un número de veces indefinido se obtiene un “polvo” formado
por infinitos segmentos de recta, cada uno de longitud infinitesimal.
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Fig. 2-1: Comparación entre la Sloan Great Wall y la CfA2 Great Wall en la misma escala
de coordenadas comóviles (la distancia radial está medida en unidades de cz). La sección del
Sloan esta proyectada en un ancho de 4o de declinación, mientras que la sección del CfA2
en 12o, con el fin de que las secciones tengan aproximadamente el mismo ancho f́ısico en las
dos estructuras. La Sloan Great Wall se extiende en ascensión recta desde 9h a 14h, con
una longitud de 420.04 Mpc, aproximadamente 3 veces más grande que la CfA2 Great Wall.
En la parte inferior de cada sección se indica el número total de galaxias que forman las
estructuras (Gott III et al., 2005).
La introducción del concepto de fractal permite reinterpretar el agrupamiento jerárquico en
términos de autosimilaridad o invariantes de escala fractal de la distribución de galaxias
(Chacón, 2014). Parece claro que para distancias r < 10−1 Mpc el agrupamiento de galaxias
tiene un comportamiento fractal (Peebles, 1993), para escalas mayores la estructura es
más compleja y puede caracterizarse como un objeto multifractal, lo que requiere una
generalización de la dimensión fractal con el fin de explicar tal distribución en el mismo
rango de escala (Conde-Saavedra et al., 2015). En la tabla 2-1 se listan algunos valores del
cálculo de la dimensión fractal para varios catálogos espectroscópicos (Mureika, 2007).
El análisis fractal es una herramienta matemática sumamente útil, que permite cuantificar el
agrupamiento de galaxias utilizando catálogos de galaxias, a través del cálculo de cantidades
como la dimensión fractal, permitiendo establecer relaciones entre estas cantidades con otros
estad́ısticos. Las posibles implicaciones cosmológicas del análisis fractal en la distribución
de galaxias se discuten con detalle en Baryshev et al. (1998) y Martinez (1991). Dado que
el agrupamiento cósmico se ha desarrollado solamente bajo influencia gravitacional, no hay
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Catálogo Dimensión fractal DF Núm. de objetos
CfA1 1, 7 (0, 2) 1800
CfA2 ∼ 2 11000
SSRS1 2, 0 (0, 1) 1700
SSRS2 ∼ 2 3600
LEDA 2, 1 (0, 2) 75000
IRAS 1, 2/2 Jy 2, 2 (0, 2) 5000
Perseus-Pisces ∼ 2, 1 3300
ESP 1, 8 (0, 2) 3600
Las Campanas (LCRS) 2, 2 (0, 2) 25000
SDSS (r1) ∼ 2 2× 105 − 1, 5× 106
Tab. 2-1: Cálculo de la dimensión fractal para varios catálogos de galaxias en corrimiento
al rojo (Mureika, 2007).
de momento, una motivación f́ısica para pensar en escalas menores, referidas a procesos de
formación galáctica. En este contexto las medidas de multifractalidad se describen como
un escalamiento natural, resultado de las interacciones de la materia del universo. Una
demostración formal y general sobre la naturaleza fractal de la distribución de materia a
gran escala del Universo requiere de observaciones adicionales, en concreto de la radiación
cósmica de fondo, junto con algunas soluciones matemáticas basadas en la relatividad general
que tengan en cuenta el principio cosmológico condicional de Mandelbrot3 (Mart́ınez y Jones,
1990). Una motivación adicional que ha llevado al estudio de la de la distribución de materia a
gran escala, desde el punto de vista multifractal, es la escala de transición a la homogeneidad,
la cual puede ser definida de acuerdo con Yadav et al. (2010), como la escala por encima
de la cual la dimensión fractal generalizada Dq de tal distribución de puntos es igual a la
dimensión del espacio f́ısico en que se distribuyen los puntos, es decir D = 3; esto implica
que si el tamaño de la distribución es finita y débilmente agrupada, como sucede con los
primeros catálogos de galaxias, es dif́ıcil lograr esta igualdad, en el caso de una dimensión no
entera, la distribución de galaxias se encuentra en un estado de transición a la homogeneidad
(Grujic y Pankovic, 2009). Finalmente es de mencionar que los estudios de fractalidad abren
una nueva perspectiva de investigación para comprender el agrupamiento de las galaxias a
diferentes escalas, y explicar las propiedades de autosimilitud en supercúmulos y en general
de toda la materia del Universo incluyendo la oscura (Martinez y Saar, 2010).
La descripción del agrupamiento de galaxias bajo la hipótesis fractal ha incentivado el
3El principio cosmológico condicional propuesto por Mandelbrot (1983) establece que el universo es
estad́ısticamente el mismo visto desde cada galaxia (punto del fractal) y en cada dirección, sin asumir a
priori que la distribución de materia es homogénea. En particular esta hipótesis se basa en que la distribución
condicional de masa sea la misma para todos los puntos del conjunto, en cuyo caso la posición de un
observador arbitrario que está situado en un punto que pertenece a dicha distribución es irrelevante.
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desarrollo de varios modelos teóricos, los más relevantes se describen con detalle en las
siguientes secciones. Uno de los primeros modelos fue el del propio Mandelbrot (1983), en
el que utiliza vuelos de Lévy4 para imitar la apariencia del agrupamiento jerárquico de
los cúmulos de galaxias sin tener en cuenta los fenómenos f́ısicos subyacentes. En el mismo
sentido Peebles (1989) desarrolló las bases para la descripción estad́ıstica de estructuras en el
Universo, calculando funciones de correlación de hasta 4 puntos para los primeros catálogos
de galaxias, y haciendo mención a que el carácter de esta distribución cambia desde un fractal
puro con dimensión D = 1.26 para r < 15.33 Mpc, hasta una estructura consistente con la
homogeneidad del principio cosmológico en escalas mayores (Peebles, 1989). Observaciones
han mostrado que la distribución de galaxias crece de manera proporcional a la distancia r
elevado a un exponente que da cuenta de la dimensión de correlación. Para la distribución
de galaxias en un rango significativo de escala, esta dimensión es aproximadamente 2
(Martinez y Saar, 2010), un valor claramente distinto de 3 que es el que se observaŕıa si
la distribución fuera homogénea, puesto que en este caso el número de galaxias creceŕıa de
manera proporcional al volumen de la esfera, como se esperaŕıa de acuerdo con el modelo
estándar cosmológico dada la condición de homogeneidad e isotroṕıa del Universo.
Algunos estudios recientes también han reportado un comportamiento fractal y multifractal
de la distribución espacial de galaxias y halos de materia oscura utilizando catálogos
detallados, en los que se evidencian estructuras fractales a gran escala (de Gouveia dal
Pino et al., 1995); en particular ver Zheng et al. (1988) para el CfA survey data, Xia
et al. (1992) para el IRAS survey, y Seshadri (1999) para el Campanas redshift survey. En
relación con el análisis multifractal en halos de materia oscura en la simulación millennium
en (Chacón-Cardona y Casas-Miranda, 2012a), se muestra que la dimensión fractal converge
a la dimensión f́ısica, presentando una transición a la homogeneidad para r ≈ 120Mpc/h.
Los efectos debidos a la geometŕıa de los surveys deben ser tenidos en cuenta, aunque esto
no siempre sucede (Yadav et al., 2010), en particular estos cálculos pueden ser afectados
por la presencia de huecos y bordes de los catálogos que son inherentes al proceso de
observación. Justamente, basados en los aspectos antes mencionados, el presente trabajo
de tesis se enmarca dentro del análisis e influencia que tienen los huecos y bordes en la
medición de cantidades multifractales utilizando catálogos de galaxias del SDSS, como se
aborda en los caṕıtulos siguientes.
4Los vuelos de Lévy son procesos de Márkov, en el que los incrementos en la distancia de una caminata
aleatoria son descritos de acuerdo a una distribución de probabilidad potencial cuya forma es y = x−a, donde
1 < a < 3, lo que implica una varianza infinita. Tras un número finito de pasos, la distancia del origen de la
caminata al azar tiende a una distribución estable.
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2.1. Concepto de Dimensión fractal y su medición
El concepto de dimensión puede asociarse con el número de grados de libertad o el
mı́nimo número de coordenadas para especificar cualquier punto en un espacio métrico.
Topológicamente, la dimensión indica la “cantidad” de espacio que un conjunto ocupa cerca
de cada uno de sus puntos (Falconer, 2004). La definición más intuitiva de dimensión es la de
dimensión topológica DT , introducida por Henri Poincaré y generalizada por Lebesgue, en la
cual, dado un conjunto del espacio topológico X ∈ Rn, la dimensión es el mı́nimo valor de n
para el que todo recubrimiento abierto5 admite un recubrimiento abierto más fino de orden
no superior a n + 1.Si no existe un valor mı́nimo de n, entonces se dice que el conjunto es
de dimensión infinita. El orden de un recubrimiento es el máximo número de subconjuntos
del recubrimiento al que pertenece cualquier punto del conjunto. Siempre que se trabaja en
el espacio Eucĺıdeo Rn, DT toma valores enteros comprendidos entre (0, n) (Mandelbrot,
1983), de esta manera para un conjunto vaćıo DT = −1, para un punto DT = 0, para un
segmento de recta DT = 1, para una superficie DT = 2, y para un sólido DT = 3.
Cuando se trata de conjuntos que describen formas irregulares (fronteras, poligonales, etc,), el
concepto de dimensión en términos del número de coordenadas es insuficiente para describir
tales conjuntos, este hecho motivó a introducir nuevos conceptos más allá de la geometŕıa
clásica (Mandelbrot, 1983), en este sentido se desarrolló la geometŕıa fractal. Dado que un
fractal está constituido por elementos cada vez más pequeños, el concepto de longitud no
está claramente definido, pues si se quiere medir una ĺınea fractal con una unidad, o con un
instrumento de medida determinado, siempre habrá objetos más finos que escaparán a la
sensibilidad del instrumento utilizado, y también, a medida que aumenta la sensibilidad del
instrumento aumenta la longitud de la ĺınea. En concordancia con la dimensión topológica
DT , se desarrolló el concepto de dimensión fractal como una generalización de la dimensión
eucĺıdea; aśı, una ĺınea fractal tendrá una dimensión menor que dos, pues no llena toda la
porción de plano, y en general la longitud de dicha curva será superior a la del segmento de
recta que lo genera, por lo tanto la dimensión de esta ĺınea será un número comprendido entre
uno y dos. En este sentido es posible dar un concepto diferente de dimensión. La dimensión
autosimilar se puede entender mediante la fragmentación sucesiva de un objeto o conjunto,
y el cociente entre el número de partes y la razón l entre la cual se divide el objeto. Si se
toma cualquier figura o conjunto X ∈ Rn que admita ser subdividido en un número finito
N(k) de subconjuntos, todos congruentes entre śı por traslaciones y rotaciones, y que sea
una copia reducida del conjunto inicial por un factor r = 1/k, la dimensión autosimilar de
X se define como el único valor D que satisface la ecuación N(k) = kD (Ortegón, 2009), es
5Dado un conjunto X, una colección de subconjuntos A es un recubrimiento de X, si la unión de los
elementos de la colección A contiene a X; si el conjunto X tiene estructura de espacio topológico, y si
cada elemento de A es un conjunto abierto en X el recubrimiento A es llamado recubrimiento abierto.
Análogamente se pueden definir otras propiedades como cerrado, compacto, convexo, conexo, numerable,
finito, infinito, (Munkres, 1984).






En donde D no tiene por qué ser un número entero, aunque en algunos casos podrá ser un
número entero y coincidir con la dimensión topológica del conjunto en cuestión. En el caso
en el que el objeto no pueda ser subdivido en copias exactas de śı mismo, se puede recurrir
al cálculo de la dimensión por cajas, en este caso un conjunto A se recubre con una red,
cuadricula o cajas regulares, todas iguales entre śı, de lado δ > 0, y se cuenta el número de
cajas N(δ) que se necesitan para cubrir la figura, es decir las cajas que se interceptan con
ésta. Este proceso es muy natural para un computador, subdividir la red y luego contar, no
exige que la figura sea autosimilar. Formalmente se define la dimensión por cajas Dc(A ) de
A como





Una comprensión correcta de geometŕıas irregulares y fragmentadas requiere una definición
más general de dimensión, esta fue formulada por Hausdorff y Besicovitch (Mandelbrot,
1983), la cual además de considerar valores fraccionarios tiene la ventaja de que puede ser
definida para cualquier conjunto de puntos, ya que se basa en medidas que son relativamente
fáciles de manipular. En el caso de objetos fractales, Mandelbrot los define estrictamente
como un conjunto cuya dimensión de HausdorffDH es estrictamente mayor que su dimensión
topológica, de esta manera los conjuntos con dimensión de Hausdorff no entera son fractales.
La dimensión de Hausdorff está bien definida para cada conjunto A en términos del número
N(ǫ) de bolas de radio ǫ > 0 que se requieren para cubrir completamente un subconjunto de
A (Falconer, 1986). La medida d-dimensiónal hd(A ) de A es proporcional al ĺımite
hd(A ) = ĺım
ǫ→0
N(ǫ)ǫd. (2-3)
Haussdorf demostró que existe un único valor d para el cual este ĺımite es diferente de cero
y de infinito. Este valor es la dimensión de Haussdorf DH para el conjunto A , para el cual
N(ǫ) ∝ 1/ǫd, de manera que d = DH(A ) satisface que:
hd(A ) =
{
∞ si d < DH(A )
0 si d > DH(A ).
(2-4)
Cuando los objetos son autosimilares, este concepto y los anteriores de dimensión coinciden,
aśı que se tiene una misma dimensión fractal con diferente procedencia (Ortegón, 2009).
En la práctica la dimensión de Hausdorff no siempre es fácil de calcular (Falconer, 2004),
en especial cuando se desea estimar con confianza la dimensión de distribuciones finitas de
puntos, utilizando únicamente los datos del conjunto, como sucede con la distribución de
galaxias. En este caso, siguiendo la idea de la dimensión fractal autosimilar, se define la
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dimensión fractal masa-radio Dm siguiendo una ley de potencias; esta dimensión consiste
en la medida de la masa total contenida en una esfera de radio R cuyo centro es un punto
del conjunto, donde se determina la masa contenida como una función del tamaño radial, se
define entonces como:
M(R) ∝ RDm , (2-5)
de manera que la densidad de número de galaxias decrece como n(R) ≈ RDm−d para un
conjunto en Rd. Para describir completamente este fractal, es necesario especificar qué tipo
de función acompaña a la variación radial (Martinez y Saar, 2010); en general la masa se
puede expresar como M(R) = FRDm , en donde el factor F es una función, que puede ser
diferente para fractales con dimensión idéntica.
2.2. Modelos fractales de la distribución de galaxias
2.2.1. Modelo de polvo de Rayleigh-Lévy
En 1975 Mandelbrot (1983) propuso un modelo para describir, de manera continua el
agrupamiento jerárquico, basado en el vuelo de Lévy, es decir en procesos de Márkov en los
cuales después de un gran número de pasos, la distancia del origen de la caminata aleatoria
tiende a una distribución estable, isotrópica según cada paso. Espećıficamente la distribución
usada es una ley potencial de la forma y = x−a donde 1 < a < 3 y por lo tanto tiene una
varianza infinita. El escalamiento potencial de la longitud de cada paso proporciona a los
vuelos de Lévy una propiedad de invariancia de escala, es decir, tiene un comportamiento
fractal (Martinez y Saar, 2010).
Este modelo ha sido ampliamente utilizado en simulaciones computacionales. Algoritmicamente
se elige un punto de inicio, una galaxia para el proceso, y se comienza una caminata aleatoria.
Se elige una dirección aleatoria y se hace un salto, de distancia l, a otra posición del espacio,
de esta manera se procede recursivamente para un número determinado de pasos hasta
trazar una distribución de puntos (Peebles, 1980). La restricción de la ley de potencias
afecta únicamente la distribución de la longitud del salto, en donde la dirección de cada
salto es isotrópicamente aleatoria, es decir, que si X es una variable aleatoria que contiene
los valores de la longitud de salto, su función de distribución de probabilidad debe ser una
ley de potencia, con exponente la dimensión fractal D, de la siguiente forma






si l ≥ l0, D > 0
1 si l < l0
. (2-6)
En la Fig. 2-2 se muestra una distribución de galaxias simulada utilizando este modelo. La
densidad de esta distribución de puntos dentro de una esfera de radio R vaŕıa como RD−3
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(Martinez y Saar, 2010), el comportamiento que se observa en la Fig. 2-2 surge naturalmente
como consecuencia de una construcción fractal, en la que la masa presenta un escalamiento
que vaŕıa con el radio de acuerdo con M(R) ∝ RD. Teniendo en cuenta la definición de
dimensión autosimilar, una distribución homogénea sobre una ĺınea estará dada por M(R) ∝
R1, para una superficie M(R) ∝ R2, etc (Heck, 1991), en todos los casos un objeto fractal
tendrá un exponente D más pequeño que la dimensión del espacio eucĺıdeo d, en el cual
el objeto esta embebido. Con ello la densidad se escala como ρ(R) ∝ RD−d. Siguiendo a
Mandelbrot es posible definir la lacunaridad como una medida topológica que describe la
textura de un fractal en relación con la distribución y tamaño de huecos que posee, haciendo
referencia a la presencia de grandes regiones vaćıas en las estructuras fragmentadas (Martinez
y Saar, 2010). Este hecho está de acuerdo con la evidencia observacional de grandes regiones
vaćıas casi desprovistas de galaxias (Kirshner et al., 1987, 1981), sin embargo los tamaños
de estas regiones son mucho mas grandes que los observados, por lo tanto la lacunaridad en
este modelo no es totalmente congruente con las observaciones.
Fig. 2-2: Proyección en el plano de una simulación 3D del polvo de Rayleigh-Lévy con
160000 puntos generados con D = 1.2. En la figura de la izquierda se muestra un plano del
conjunto completo de puntos. En la derecha, las regiones ampliadas muestran patrones de
autosimilaridad en la construcción de la distribución de puntos. Imágenes tomadas de Nusser
y Lahav (2000); Martinez (1991).
2.2.2. Modelo de Soneira-Peebles
El modelo de Soneira-Peebles reproduce una distribución espacial de puntos autosimilar en
el espacio 3D, basándose en la superposición de grupos fractales (Mart́ınez et al., 2009),
que reproduce no sólo la apariencia de la distribución de galaxias proyectadas en la bóveda
celeste, sino también las funciones de correlación angular de dos y tres puntos (Heck, 1991).
Cada grupo fractal se construye de la siguiente manera: en una esfera de radio R, se colocan
aleatoriamente η esferas de radio r/λ, con λ > 1; ahora, dentro de cada una de estas esferas
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se colocan nuevamente η esferas de radio R/λ2. Si este proceso se repite indefinidamente
se obtendrá un fractal homogéneo, si el proceso se repite L veces y la última generación
de ηL centros son considerados las galaxias de un agrupamiento jerárquico, se obtendrá un
fractal acotado con dimensión DS = log η/ log λ (Martinez y Saar, 2010). La densidad de esta
construcción dentro de una esfera de radio R sigue una ley de potencias de tal manera que
ρ(R) ∝ R−γ, con γ = 3−DS, por lo tanto la dimensión masa-radio definida anteriormente,
coincide en este caso, con la dimensión autosimilar.
Este modelo es controlado a través de tres parámetros, η, L y λ, con los cuales es posible
representar una serie de proyecciones de esferas en capas concéntricas tal como seŕıa vista
por un observador situado en un punto cerca del centro de la primera esfera. En la figura
2-3 se aprecia una representación de este proceso en comparación con el resultado de una
simulación. En el caso de la figura, se obtiene un agrupamiento fractal con D = 2 (η = 2,
λ ≈ 1.41, y L = 18)(Martinez y Saar, 2010), lo que significa que el ancho de una capa es
siempre el doble de la anterior. La anisotroṕıa de la distribución de puntos que provee este
modelo es notable; la falta de homogeneidad se mantiene incluso en las grandes capas que
están alejadas del centro. Una propiedad importante del modelo de Soneira-Peebles es que
es uno de los pocos modelos anaĺıticos autosimilares de la distribución de galaxias para los
que es posible evaluar anaĺıticamente la función de correlación de dos puntos (Heck, 1991).
Fig. 2-3: Proyección en el plano de una construcción del modelo de Soneira-Peebles.
Esquemáticamente dentro de una esfera de nivel 0 se construyen η esferas (nivel 1) con
un radio menor. El proceso se repite hasta obtener ηL esferas, esto es, esferas en un nivel L.
Imágenes tomadas de Mart́ınez et al. (2009) y Martinez (1991).
2.2.3. Modelo jerárquico de Pietronero
La descripción de la estructura jerárquica que hace Pietronero, en torno a un campo de
materia con densidad media para una distribución uniforme, se basa en una estructura fractal
determinista no estocástica. Esquemáticamente esta estructura puede representarse como se
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muestra en la Fig. 2-4. El comportamiento de este tipo de agrupamiento se puede entender
dado un mapa tridimensional de un sector de la esfera celeste, indicando las posiciones
angulares de cada galaxia y su distancia al punto de observación, de tal forma que un
observador que se situé en una galaxia arbitraria, realice un conteo del número de galaxias
vecinas que se encuentran dentro de esferas con diferentes radios conocidos, tales como 1Mpc,
2 Mpc, etc (Saavedra y do Valongo, 2001). Después, el observador se ubica en otra galaxia
y realiza el mismo procedimiento, de manera que al final se obtiene un promedio aritmético
de las galaxias en cada esfera. Este valor medio dividido por el volumen permite conocer
la densidad condicional; si la densidad disminuye con la distancia de acuerdo con una ley
de potencia con exponente igual a D − 3, entonces la distribución es fractal y su dimensión
es D (Pietronero, 1987), pues la caracteŕıstica de fractalidad esta dada por la disminución
de la densidad numérica alrededor de cada punto siguiendo una ley t́ıpica (Mandelbrot, 1983).
Siguiendo el proceso de conteo en una estructura como la que se muestra en la Fig. 2-4, es
posible establecer que dentro de un volumen, que se caracteriza por una cierta longitud de
escala r0, existen N0 objetos, de la misma manera, dentro de una esfera de radio r1 = kr0
existirán N1 = k̃N0 objetos, y dentro de una esfera de radio r2 = kr1 = k
2r0 habrán N2




Fig. 2-4: Diagrama esquemático de un sistema fractal determinista a partir del cual se
puede derivar la dimensión fractal en el modelo de Pietronero. Esta estructura autosimilar
se caracteriza porque su estructura se repite a diferentes escalas. Imagen tomada de Martinez
(1991).
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donde k̃ y k son constantes. Las ecuaciones anteriores están relacionadas a través del factor
de proporcionalidad σ que da cuenta de las cotas inferiores de N0 y r0 del sistema fractal,




, y la dimensión fractal D = log k̃
log k
(Saavedra y do Valongo, 2001). Haciendo el
limite continuo de la última expresión, es decir suavizando la estructura fractal, se obtiene
que N(r) = σrD, esta expresión se conoce con el nombre de relación de masa-longitud
generalizada de Pietronero (Pietronero, 1987). De igual manera, la densidad media 〈n〉 para
una muestra de radio Rs, con volumen V (Rs) =
4π
3
R3s, que contiene una porción del sistema















Esta expresión permite reproducir estructuras fractales como las descritas por de Vaucouleurs
(1970). Adicionalmente, al aplicar este modelo a datos observacionales, Pietronero
encontró que D ≈ 2, concluyendo que la escala de homogeneidad en la distribución a gran
escala satisface que Rmax > 100 Mpc, este resultado está de acuerdo con análisis de imágenes
de la distribución de las galaxias (Labini et al., 1998).
2.3. Multifractales, Lacunaridad y Dimensión Fractal
generalizada
En las secciones anteriores se describieron diferentes modelos para cuantificar el
agrupamiento de las galaxias introduciendo conceptos de análisis fractal. La mayoŕıa de
estudios que tienen como objetivo determinar la fractalidad de la estructura a gran escala
en el Universo comienzan con el cálculo de la dimensión fractal, sin embargo, cuando las
distribuciones de puntos provienen de catálogos de galaxias, el análisis es más complejo que
para distribuciones modeladas, ya que aparecen fluctuaciones asociadas a caracteŕısticas
intŕınsecas de la distribución de masa de las part́ıculas, lo cual hace necesario utilizar
estimadores geométricos más generales (Saslaw, 2000). Para distribuciones pequeñas en las
que aparecen estructuras regulares, se puede definir los conceptos de dimensión fractal y
calcularla teóricamente. A pesar de ello, fractales con dimensiones similares pueden ocupar
el espacio completamente si se encuentran embebidos de tal manera que se superpongan en
diferentes trayectorias (Pietronero y Labini, 2004). Es necesario admitir que la dimensión
fractal no es suficiente para caracterizar un conjunto fractal sin ambigüedades, por este
motivo se introduce el concepto de multifractal y el de lacunaridad (Seshadri, 1999). En el
caso de la distribución de galaxias, la definición de dimensión, que es una de las cantidades de
interés mas relevantes, está dada en términos de las masas de galaxias (Coleman y Pietronero,
1992). Como veremos, es posible utilizar el formalismo matemático multifractal para estudiar
desde un enfoque unificado, las propiedades geométricas del espacio y las distribuciones de
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masas de catálogos de galaxias (Saslaw, 2000).
Los multifractales proporcionan la descripción más detallada posible de las propiedades
fractales de una distribución de puntos. Si dada una distribución en la que cada región
presenta un comportamiento fractal, pero existen cambios de dimensión de un lugar a
otro, entonces es posible buscar correlaciones entre estas dimensiones y realizar un análisis
completo desde un nivel superior (Blumenfeld y Mandelbrot, 1997). La propiedad más directa
de estas dimensiones es la distribución de los ı́ndices de escala, para explorar este aspecto
de forma más precisa, es necesario generalizar la idea de dimensión fractal (Pietronero y
Labini, 2004). En el caso más complejo en que una distribución tenga un comportamiento
con densidades multifractales, las propiedades de escalamiento pueden ser diferentes para
puntos dentro de regiones con diferente densidad media, esto permite introducir un conjunto
continuo de exponentes para caracterizar el sistema, es decir un espectro multifractal
(Grassberger, 1985).
La lacunaridad, entendida como un estimador asociado a la distribución del tamaño de huecos
y bordes que describen la “textura” de un fractal, aparece en el contexto de la dimensión
fractal masa-radio, pero es posible extender este concepto a través de otras definiciones de
dimensión fractal como la dimensión de correlación (Martinez y Saar, 2010). En términos
generales, si un fractal tiene grandes regiones vaćıas dentro del clustering, “lagunas” o huecos,
este tendrá un valor alto de lacunaridad, lo que sugiere un incremento de la heterogeneidad de
la estructura; por otro lado, si un fractal es quasi-invariante ante traslaciones, tendrá baja
lacunaridad, lo que indica que está muy próximo de ser una estructura homogénea. Vale
notar que diferentes fractales pueden tener la misma dimensión, pero valores de lacunaridad
muy diferentes.
El análisis de lacunaridad complementa los estudios fractales permitiéndo distinguir
agrupaciones fractales con dimensión similar pero que ocupan el espacio en forma diferente
(Provenzale et al., 1997). En el caso de que las propiedades f́ısicas presenten una dependencia
con la escala, el comportamiento fractal a pequeñas escalas reportado por Peebles (1989),
Bagla et al. (2008) y Mart́ınez y Jones (1990) se puede extender a la distribución de materia a
gran escala utilizando el formalismo multifractal. Como se mencionó antes, las definiciones de
dimensión representan casos particulares de un espectro de la dimensión fractal generalizada,
que hace parte de los métodos que se aplicaron por primera vez a la estructura a gran escala
en el universo por Coleman y Pietronero (1992). El punto de partida para determinar la
lacunaridad es el factor F (ec. 2-5), que caracteriza la distribución y esta relacionado con la
distancia promedio entre vecinos cercanos. Aunque no hay una única definición para describir
las propiedades del factor F , Mandelbrot (Mandelbrot, 1983) propone una descripción basada
en series de factores de variabilidad Sk, de manera que





donde Ck(D) es el k-ésimo cumulante, una medida estad́ıstica de la correlación diseñada para
tender a cero cada vez que una o mas cantidades bajo estudio lleguen a ser estad́ısticamente
independientes. Los cumulantes están relacionados con los momentos estad́ısticos de la
distribución, en particular para una variable X bajo estudio k1 = µ1 es la media, k2 es
la varianza y k3 = 〈(X−µ1)
3〉 está relacionado con la asimetŕıa de la distribución (Mart́ınez
y Saar, 2003). El más simple de estos factores de variabilidad es el factor de segundo orden
S2, a través del cual la lacunaridad Φ se define como
Φ(D) =






Para caracterizar la distribución de materia a gran escala, y determinar la dimensión fractal
generalizada, es necesario definir la correlación generalizada y articularla con el concepto de
lacunaridad. Dado un centro dentro de la distribución de puntos, la integral de correlación C2
permite determinar el número de vecinos a una distancia promedio r; de acuerdo con Célérier
y Thieberger (2005), este valor se puede interpretar como N (r)/N , con N el número medio
de galaxias dentro a una distancia r de un conjunto t́ıpico de N galaxias. De acuerdo con la








donde N es el número total de part́ıculas de la distribución, M el número de part́ıculas
usadas como centros, y la suma se realiza sobre el conjunto de centros elegidos. Además,
ni(r) es el número de part́ıculas contenidas dentro de un volumen de radio r medido desde





Θ(r − |xi − xj|), (2-13)
en donde la suma se realiza sobre todas las part́ıculas de la muestra. Las coordenadas de
cada part́ıcula en el espacio de tres dimensiones se denotan como xj, j 6= i, y Θ es la función
Heaviside. El número de part́ıculas ni(r) alrededor de cada galaxia tomada como centro, con
coordenadas xi, esta determinado por el conteo de part́ıculas alrededor de ese centro, que se
encuentran dentro de una esfera comóvil de radio r. Esta caracterización también es válida
cuando el conjunto no es un fractal, por consiguiente este análisis es apropiado para analizar
tanto conjuntos de galaxias como conjuntos de puntos arbitrarios (Célérier y Thieberger,
2005).
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La dimensión de correlación se define de manera similar a la dimensión fractal masa-radio
(Seshadri, 2005), teniendo en cuenta la ecuación 2-12, se tiene C2(r) ≈ r
D2 ; con ello la





Dado que el comportamiento de C2 puede ser diferente a diferentes escalas, es de esperar
que la dimensión de correlación sea una función de la escala (Yadav et al., 2010). En el caso
particular de una distribución homogénea de puntos, la dimensión de correlación es igual para
todo el conjunto, puesto que al ser homogénea no existe dependencia con la escala. En orden
a caracterizar la distribución, es necesario tener información acerca de todos los momentos
de la función de distribución, con lo que es posible definir la dimensión generalizada también
conocida como dimensión de Minkowski-Bouligand. La integral de correlación C2(r) (ec.









donde q es llamado el parámetro de estructura y corresponde a un número real arbitrario.
De acuerdo con Murante et al. (1997), partiendo de la integral de correlación (ec. 2-12),
es posible realizar una expansión en series de potencias de log (r) (ver ec. 2-16), y calcular
directamente la dimensión multifractal Dq y el espectro de lacunaridad Φq. Para ello es
suficiente mantener los dos primeros términos del lado derecho de la ec. 2-16, y simplificar
de tal manera que se obtiene una relación sencilla entre la integral de correlación generalizada
y la dimensión fractal generalizada como se muestra en la ec. 2-17.









De esta forma, la dimensión fractal y lacunaridad generalizadas pueden ser definidas del








y la lacunaridad generalizada, previamente determinado el correspondiente factor Fq para
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Estad́ısticamente ésta cantidad puede entenderse como un coeficiente de variación que
relaciona el tamaño de la media y la variabilidad del factor Fq. En este caso, al igual que para
un monofractal (ver ecuación (2-11)), se ha utilizado la definición numérica de lacunaridad
dada por Blumenfeld y Mandelbrot (1997), que es básicamente una medida de segundo orden
de la variabilidad de Fq. Si para algún valor de q tal que qi 6= qj, se cumpleDqi = Dqj , es decir,
que el valor deDq es independiente tanto de q como de r, entonces la distribución de puntos es
llamada monofractal, pues su dimensión es constante. Además, si Dq es igual a la dimensión
eucĺıdea, la distribución es homogénea. Para valores q ≥ 1, Dq explora el comportamiento de
escala en entornos de altas densidades dentro de la distribución, principalmente asociado a
cúmulos y supercúmulos; mientras que para valores de q < 1, Dq explora el comportamiento
en entornos de baja densidad, i.e. principalmente asociado a voids (Sarkar et al., 2009).
De esta manera, un espectro completo de la dimensión fractal generalizada, proporciona
información detallada acerca de la distribución entera, bien sean regiones de alta densidad o
de baja densidad. Adicionalmente, esto nos permite conectar el concepto de dimensión fractal
con las medidas estad́ısticas usadas para cuantificar la distribución de materia a gran escala
en el Universo. En el caso en que la distribución de galaxias experimente una transición
a la homogeneidad, todos los valores de la dimensión fractal tenderán a la dimensión del
espacio f́ısico, esto es Dq ≃ D = 3, para cualquier valor de q; naturalmente para pequeñas
escalas se espera ver un espectro de valores de dimensión fractal, todas diferentes de 3, ya
que se presentan estructuras fuertemente definidas antes de presenciar una transición a la
homogeneidad, en este caso el espectro de lacunaridad deberá tender a cero a la misma escala
radial r.
En el siguiente caṕıtulo se detallan las muestras sintéticas, creadas a partir de los catálogos de
puntos, que emulan la distribución de galaxias de la colaboración del Sloan Digital Sky Survey
(SDSS). Especialmente se hace énfasis en el origen de los huecos y bordes observacionales en
dichos catálogos, y se aplican los conceptos de dimensión fractal y lacunaridad generalizadas




El desarrollo teórico de la cosmoloǵıa f́ısica ha proporcionado diversos modelos que intentan
describir la evolución y estructura del Universo. Sin embargo, para tener una idea certera
de cuál es su naturaleza, es necesario verificar estos modelos con base en observaciones
astronómicas a gran escala. La cosmoloǵıa observacional es un campo fértil que evoluciona
constantemente para dar respuesta a esta cuestión. Especialmente, parte de la comunidad
cient́ıfica ha dispuesto un valioso esfuerzo en la elaboración de grandes mapeos del Universo
a través de catálogos de galaxias, con los que es posible obtener información de posiciones y
redshift de cientos o millones de galaxias. Ninguno de estos catálogos contiene información
directa acerca de cuán lejos está cada galaxia, no obstante conociendo el redshift se puede
determinar indirectamente cada una de las distancias. Asimismo, el desarrollo tecnológico,
junto con el interés observacional en astronomı́a extragaláctica para obtener información
detallada acerca de la estructura del Universo ha propiciado el progreso y puesta en
marcha de diferentes proyectos, en particular telescopios en tierra y espaciales, que permiten
mapear el Universo observable. Los catálogos de galaxias, y más recientemente de cuásares
u objetos cuasi-estelares (QSO), se han realizado principalmente con telescopios en tierra
desde diferentes regiones del mundo. Inicialmente los catálogos sólo registraban dos ángulos
para indicar la posición del objeto, mostrando la distribución de galaxias tal como aparece
proyectada en el cielo, por ello se les dio el nombre de catálogos angulares (2D); la siguiente
generación de catálogos se caracterizó por incluir valores de redshift, estos catálogos de
redshift (3D) permiten un estudio más profundo de la estructura del Universo. El tamaño
de los catálogos se expresa en términos del número de galaxias que contiene y el área del
cielo que cubre, por ejemplo el APM Galaxy Survey, llevado a cabo por el Observatorio
Anglo-Australiano (AAO) con un telescopio de 3.9 m, contiene posiciones, magnitudes,
tamaños y formas para cerca de 3 millones de galaxias seleccionadas dentro de un un área
de la bóveda celeste de 4300 grados cuadrados (Maddox et al., 1990). Actualmente uno de
los proyectos más ambiciosos de la última década es el denominado SDSS, Sloan Digital Sky
Survey por sus siglas en inglés, el cual se describirá con detalle en la siguiente sección.
Para obtener información acerca de la naturaleza tridimensional del Universo a través de la
distribución de galaxias, se requiere conocer la distancia a cada una de estas (Hoyle, 2000).
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La distancia se puede obtener midiendo el redshift z de la galaxia en cuestión, y teniendo en
cuenta el desarrollo realizado en el caṕıtulo 1, en particular, en la ecuación 1-13, el redshift se
define como un cambio observado en la frecuencia o longitud de onda de las señales emitidas
desde una fuente que se mueve con respecto al observador, en este caso una galaxia, es decir:




con λ0 la longitud de onda de la radiación observada y λe la longitud de onda de la radiación
emitida. Para determinar la distancia a partir del redshift se puede emplear la ley de Hubble,
ya que la velocidad recesión debida a la expansión del universo es proporcional a la distancia
de la galaxia (Hubble, 1926), aunque esto sólo es cierto localmente (Schneider, 2007; Hoyle,
2000). La relación completa entre redshift y distancia comóvil se desarrolló en el caṕıtulo 1,













ΩR(1 + z′)4 + Ωm(1 + z′)3 + Ωk(1 + z′)2 + ΩΛ
. (3-2)
Dado que la medición de espectros, y con ello de redshift, requiere más tiempo de exposición
que las imágenes fotométricas, los primeros catálogos de redshift conteńıan muchas menos
galaxias que los catálogos angulares. La implementación de instrumentación electrónica,
especialmente cámaras y espectrógrafos basados en detectores CCD, han permitido una
exploración eficaz y sistemática del cielo con los avances más recientes en hardware y software.
Al respecto, el catálogo de galaxias en redshift más completo del que se dispone es el Baryon
Oscillation Spectroscopic Survey (BOSS) Data Release 12 (DR12) producido por SDSS-III
(Dawson et al., 2013), que contiene alrededor de 1.5 millones de galaxias luminosas y cubre
un área de 10000 grados cuadrados de la bóveda celeste (Gil-Maŕın et al., 2015).
Fenómenos como la aceleración cósmica, las oscilaciones acústicas de bariones, y la naturaleza
de la materia y enerǵıa oscuras, han inspirado ambiciosos proyectos observacionales para
entender su origen (Weinberg et al., 2013). En este sentido la evolución de los catálogos de
galaxias, bajo criterios de selección bien definidos en la caracterización de la estructura a gran
escala del Universo, bien sea en 3D con catálogos en redshift o en 2D con catálogos angulares,
han permitido extraer información sobre los patrones de agrupamiento y la dinámica del
clustering de galaxias. En particular, durante la década de 1980, cuando los catálogos en
redshift contaban con menos de 5000 galaxias, el análisis de estas muestras estad́ısticas
reveló que las galaxias no están distribuidas al azar, sino que forman estructuras con patrones
jerárquicos bien definidos (Coil, 2013). Al d́ıa de hoy las muestras superan el millón de
galaxias (Gil-Maŕın et al., 2015). Los recientes catálogos han llegado lo suficientemente
lejos en nuestro volumen local, pudiéndose evidenciar estructuras con tamaños por encima
de los 100 Mpc/h; algunos estudios, como los de Yadav (Yadav et al., 2010), sugieren
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que el tamaño máximo de una estructura puede ser aproximadamente 370 Mpc (Clowes
et al., 2013), sin embargo recientemente se han verificado la existencia de estructuras por
encima de estos limites (Clowes et al., 2013, 2012; Aron, 2013; Horvath et al., 2013). A
estas escalas es posible y necesario empezar a comparar cuantitativamente los modelos
teóricos mediante la caracterización de la distribución de galaxias, teniendo en cuenta las
herramientas estad́ısticas que se han desarrollado para ello, como son, el análisis fractal y
las funciones de correlación.
El avance en las técnicas espectroscópicas ha permitido que las nuevas generaciones de
catálogos de galaxias 3D aumenten el número de objetos, desde unos cuantos cientos hasta el
orden de millones de galaxias; en este sentido es preciso distinguir los catálogos que han sido
diseñados para estudiar el Universo a escalas cosmológicas, con aquellos que se diseñaron
para estudiar la formación y evolución de galaxias (Driver et al., 2015). Los catálogos
de uso cosmológico, como WiggleZ Dark Energy Survey, Baryon Oscillation Spectroscopic
Survey (BOSS), Dark Energy Spectroscopic Instrument (DESI), etc., utilizan trazadores
espećıficos para sondear la estructura que subyace a gran escala, sin embargo proporcionan
una sección transversal limitada para realizar estudios de población galáctica. El caso opuesto
se tiene con catálogos como Millennium Galaxy Catalogue (MGC), Galaxy And Mass
Assembly (GAMMA), zCOSMOS, DEEP2 Galaxy Redshift Survey y Multi-Object Optical
and Near-infrared Spectrograph (MOONS), que permiten estudiar la formación y evolución
galáctica, dando cuenta de diferentes propiedades como distribuciones de luminosidad,
tamaños, morfoloǵıas e interacciones con el ambiente local, pero carecen de la cobertura
espacial necesaria para realizar estudios a gran escala (Driver et al., 2015). En la tabla
3 se presenta algunas caracteŕısticas de los catálogos de galaxias más importantes en los
últimos quince años, y algunos de los proyectos futuros como WAVES, EUCLID, DESI, que
representan el siguiente paso en el estudio de la cosmoloǵıa observacional. En la figura 3-1
se hace una comparación del volumen efectivo Veff (h
−3Gpc−3) entre catálogos en redshift
que operan en el rango óptico y en el rango de ondas de radio. .
En la Fig. 3-2 se puede apreciar la evolución del volumen mapeado por los catálogos, en
términos del tamaño de la muestra de galaxias y del año de realización/finalización del
proyecto; el estatus de los proyectos es relevante en la medida en que se hagan desarrollos de
hardware y software que permitan actualizar los instrumentos de manera eficiente y rentable;
asimismo el aumento en la potencia de procesamiento de información, estimada cerca de 18
meses de acuerdo con la ley de Moore, es uno de los factores más influyentes en el tamaño del
volumen efectivo de los catálogos (Duffy, 2014). Finalmente en la Fig. 3-3 se muestra una
comparación del campo proyectado en la bóveda celeste de diferentes catálogos de galaxias
fotométricos y espectroscópicos.
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Fig. 3-1: Representación de un sector del Wide Area Vista Extragalactic Survey (WAVES
survey) en el espacio de redshift derivado de simulaciones de conos de luz usando las
herramientas del Theoretical Astrophysical Observatory (TAO). Imagen tomada de Driver
et al. (2015).
Catálogo Ngal Veff (h
−3 Gpc3) (Estatus) Año Referencia
2dF GRS 221414 0.08 2003 (Cole et al., 2005)
SDSS Main DR3 374767 0.15 2004 (Tegmark et al., 2004; Eisenstein et al., 2005)
SDSS LRG DR3 46748 0.4 2004 (Eisenstein et al., 2005)
6dFGS 125071 0.08 2006 (Jones et al., 2009; Beutler et al., 2011)
WiggleZ 238000 1 2011 (Blake et al., 2010)
SDSS CMASS 283330 0.99 2012 (Anderson et al., 2012)
SDSS BOSS 1.5× 106 2.8 2014 (Eisenstein et al., 2011)
TAIPAN 4× 105 0.23 2015(+3) (Beutler et al., 2011)
DESI 14k 24× 106 6 2018(+4) (Mostek et al., 2012)
Euclid 1× 108 19.7 2019(+6) (Amendola y et. al. et. al., 2013)
HIPASS 4315 5× 10−4 2002 (Zwaan et al., 2005)
ALFALFA 3× 104 3× 10−3 2012 (Martin et al., 2010)
ASKAP 6× 105 0.07 2016(+3) (Duffy et al., 2012)
FAST-19 2.6× 106 0.23 2016(+2) (Duffy et al., 2008)
SKA1 4.4× 107 2.95 2021(+1) (Gil-Maŕın et al., 2015)
SKA2 1× 109 14 2025(+1) (Abdalla y Rawlings, 2005)
Tab. 3-1: Comparación del volumen efectivo de catálogos en redshift. En el panel superior
se listan los catálogos que operan en longitudes de onda en el rango óptico, en el panel
inferior aquellos en el rango de ondas de radio. Para los catálogos futuros se presenta la
fecha estimada de finalización del proyecto, y entre paréntesis, la duración del mapeo del
catálogo (Gil-Maŕın et al., 2015).
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Fig. 3-2: a) Volumen efectivo de los catálogos en función del número total de galaxias para
diferentes telescopios en el rango óptico y en radio. El tamaño del śımbolo indica el año
aproximado en que el catálogo finalizo o finalizará. b) Volumen efectivo de los catálogos
en función del año de finalización del mapeo. El tamaño del śımbolo indica el número
aproximado de objetos muestreados por el catálogo. Las curvas en gris representan los ajustes
a una ley de potencias del volumen efectivo del proyecto en función del año completado y el
número de galaxias observadas. Imagen tomada de Duffy (2014).
Fig. 3-3: Proyección de la bóveda celeste en ascensión recta RA [α (h)] y declinación DEC
[δ (deg)], en donde se muestra el campo efectivo para diferentes catálogos espectroscópicos
de galaxias. Imagen tomada de Bryant et al. (2015).
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3.1. El Sloan Digital Sky Survey (SDSS)
El SDSS es un proyecto que inició en el año 2000 para cartografiar, en tres dimensiones,
una cuarta parte del cielo equivalente a 14555 deg2, mediante imágenes fotométricas y
espectroscópicas en el rango visible con cinco filtros (u, g, r, i y z) y un valor aproximado de
2401952 galaxias. Para ello se utiliza un telescopio óptico multifiltro de 2.5 m de apertura,
situado en el observatorio Apache Point de Nuevo México, Estados Unidos. En la tabla 3-2
se pueden apreciar algunas de las caracteŕısticas básicas de cada fase de operación del SDSS,
en particular la respuesta de cada filtro desde una magnitud limite de observación hasta
la magnitud de saturación del chip astrométrico. Cada noche de observación se producen
cerca de 200 GBytes de información. Desde sus inicios, la colaboración del SDSS libera
periódicamente las bases de datos, a las que se acceden mediante interfaces SQL (SkyServer),
que contienen toda la información sobre los objetos observados en los catálogos de galaxias,
indicando la versión del Data Release. Para el desarrollo del presente trabajo se utilizaron las
máscaras de los Data Release 10 (DR10) y Data Release 11 (DR11) de la muestra principal
del SDSS.
Survey Duración Filtros λ (Å) Magnitud
u 3551 12.0 - 22.0
SDSS-I 2000-2005 g 4686 14.1 - 22.2
SDSS-II 2005-2008 r 6165 14.1 - 22.2
SDSS-III 2009-2014 i 7481 13.8 - 21.3
z 8931 12.3 - 20.5
Tab. 3-2: Caracteŕısticas básicas de cada una de las fases de operación del SDSS (York
et al., 2000; Gunn et al., 2006; Vickers, 2014)
El telescopio del SDSS utiliza la técnica de escaneo en red drift-scan, este tipo de observación
mantiene estático al telescopio y hace uso de la rotación terrestre para registrar las pequeñas
porciones del cielo que pasan sobre el detector. En este caso la imagen de las estrellas en
el plano focal se dispersa a lo largo del CCD, en lugar de permanecer fija como en los
telescopios de seguimiento. Este método permite realizar astrometŕıa con un gran campo de
visión, además, la precisión de las medidas no se ve alterada por los errores de rastreo del
telescopio (York et al., 2000; Gunn et al., 2006), teniendo en cuenta que los detectores CCD
deben registrar la información de manera que pueda ser escrita y léıda simultáneamente.
Uno de los efectos de este método se puede ver en la Fig. 3-4, en la que se aprecia las huellas
en latitud galáctica que trazan unas “patas de araña” a lo largo de toda la proyección de
la bóveda celeste (ver Fig. 3-4a) (Vickers, 2014). La técnica drift-scan permite recolectar
simultáneamente datos en los cinco filtros del SDSS, lo que arroja una mayor precisión, ya
que la fotometŕıa se hace en todas las bandas al mismo tiempo bajo idénticas condiciones
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de observación (Doi et al., 2010). La cámara del telescopio está formada por treinta CCDs,
cada uno con una resolución de 2048 × 2048 ṕıxeles, para un total de ∼ 120 Megaṕıxeles
(York et al., 2000); los filtros ópticos, ubicados en orden r, i, u, z, g, tienen asociadas las
longitudes de onda que se especifican en la tabla 3-2. Para evitar efectos indeseados en
el comportamiento de los CCDs, la cámara se refrigera a 190 K con nitrógeno ĺıquido. El
telescopio del SDSS también está equipado con espectrógrafos multifibra en el rango visual,
de 3900Å a 9000Å, que pueden capturar hasta 640 espectros simultáneamente (Doi et al.,
2010). Originalmente se prevéıa que el proyecto capturaŕıa un millón de espectros de galaxias
y 100.000 espectros de cuásares (York et al., 2000); esta información permitió investigar por
primera vez la estructura a gran escala del Universo, el agrupamiento de galaxias, los vaćıos
y las redes filamentales (Gunn et al., 2006).
Los proyectos desarrollados por la colaboración del SDSS abordan varios tópicos de
investigación que van desde el mapeo de la distribución de galaxias a gran escala, hasta
la búsqueda de exoplanetas. En la primera fase SDSS-I (2000-2005), se dio inicio al Sloan
Legacy Survey, con el cual se tomaron imágenes y espectros de galaxias y cuásares en cada
uno de los filtros mencionados anteriormente, cubriendo un área total de ∼ 8000 grados
cuadrados. En la segunda fase de operación, SDSS-II (2005-2008), además de continuar
con las mediciones del Sloan Legacy Survey, se extendieron las observaciones con dos nuevos
catálogos: el Sloan Extension for Galactic Understanding and Exploration (SEGUE) para
explorar la Vı́a Láctea en cuanto a su estructura y composición estelar, y el Sloan Supernova
Survey para extraer información sobre la naturaleza de objetos variables y supernovas.
En la última fase, SDSS III (2008-2014), utilizando el mismo telescopio de 2.5 m,
se desarrollaron cuatro catálogos independientes: el Apache Point Observatory Galactic
Evolution Experiment (APOGEE), elMulti-object APO Radial Velocity Exoplanet Large-area
Survey (MARVELS), el Sloan Extension for Galactic Understanding and Exploration 2
(SEGUE-2), y el Baryon Oscillation Spectroscopic Survey (BOSS), este último constituye el
volumen de observación más grande de la distribución de galaxias a gran escala. La fase en
curso es el SDSS-IV (2014-2020), que esta constituida por los proyectos: APO Galactic
Evolution Experiment (APOGEE-2), Mapping Nearby Galaxies at APO (MaNGA), y el
extended Baryon Oscillation Spectroscopic Survey (eBOSS).
A continuación se detallan los proyectos Sloan Legacy Survey y BOSS, que además de ser de
interés cosmológico, proveen los datos con los que se realizó el estudio del efecto de huecos y
bordes en el cálculo de cantidades multifractales del presente trabajo. Las muestras que se
utilizaron corresponden a las máscaras del SDSS DR10 y SDSS DR11 de la muestra principal
de galaxias.
LEGACY [SDSS-I (2000-2005) - SDSS-II (2005-2008)]: Este catálogo cubre un
ángulo sólido de más de 7500 grados cuadrados del hemisferio norte galáctico. Cuenta
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con información de ∼ 2 millones de objetos, más de 800000 espectros de galaxias
y 100000 de cuásares. La mayoŕıa de estos datos se obtuvieron con el SDSS-I, una
pequeña parte del footprint, o máscara de mapeo, se completó con el SDSS-II. En
la Fig. 3-4a se observa el estado definitivo de la cobertura del cielo, esto es para
LEGACY SDSS-DR7. Toda la información acerca de los objetos se encuentra en la web
http://classic.sdss.org/dr7/, en su mayoŕıa como archivos FITS (Flexible Image
Transport System), además las imágenes han sido procesadas para producir parámetros
fotométricos y calibraciones del telescopio. Los espectros de LEGACY se agrupan en
tres muestras: una muestra de galaxias limitada en magnitud (llamada Main), una
muestra de galaxias luminosas rojas limitada en volumen (LRG), y una muestra de
cuásares limitada en magnitud. Hay casi un millón de espectros para las dos categoŕıas
de galaxias, y más de 120000 espectros de cuásares. Las tres categoŕıas de objetos,
además de las estrellas de calibración, se observaron simultáneamente compartiendo
la misma placa de 640 fibras ópticas (York et al., 2000). Con base en el DR7 se han
extráıdo algunos catálogos con reducción de datos como el NYU Value-Added Galaxy
Catalog (NYU-VAGC) (Blanton et al., 2005), que es una colección cruzada de catálogos
para el estudio de la formación y evolución de galaxias, y estructuras a gran escala,
útiles para el cálculo de espectros de potencia, funciones de correlación, etc. (Blanton
et al., 2005).
BOSS [SDSS-III (2008-2014)]: El Baryon Oscillation Spectroscopic Survey es uno de los
cuatro proyectos del SDSS-III que cuenta con espectrógrafos multifibra para capturar
hasta 1000 espectros simultáneamente (Smee et al., 2013). BOSS mapeó un gran
número de galaxias luminosas rojas (LRGs) distantes cubriendo un área de más de
10000 grados cuadrados ≈ 1/13 del cielo (Dawson et al., 2013). Tomó los espectros
de ∼ 1.5 millones de galaxias hasta z = 0.7, aproximadamente 7 Gyr después del Big
Bang, con el fin de determinar con precisión su redshift y medir la tasa de expansión del
Universo; además registró los espectros de∼ 150000 cuásares distantes con 2.2 < z < 3,
i.e 2 − 3 Gyr después del Big Bang, para estudiar el espectro de potencia del bosque
Lyman-α 1 y detectar la escala caracteŕıstica impresa por las oscilaciones acústicas de
bariones en el Universo temprano (Eisenstein et al., 2011). Las muestras de galaxias
de BOSS se clasifican en dos categoŕıas: CMASS (0.43 < z < 0.7 con un volumen
efectivo de 6 Gpc3, y LOWz (z < 0.43) con 2.4 Gpc3; para los propósitos del análisis
multifractal de este trabajo se han utilizado máscaras de la muestra LOWz de los DR10
(Ahn et al., 2014b) y DR11 (Alam et al., 2015). En la Fig. 3-4b se observa el área
cubierta por BOSS en comparación con los demás proyectos del SDSS-III. Respecto al
tamaño de los huecos observacionales, para el DR9 se tiene 7325.15 deg2, DR10 3136.62
1El bosque de Lyman-α es un conjunto de ĺıneas de absorción que aparecen entre la transición Lyman-α
del hidrógeno neutro y la localización desplazada al rojo de esta transición en el espectro de un cuásar o una
galaxia lejana (Longair, 2008). Este conjunto de ĺıneas se encuentra entre la ĺınea Lyman-α del cuásar y la
región en donde se encontraŕıa sin desplazamiento al rojo, es decir 121.6 nm.
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deg2, DR11 889.12 deg2, y DR12 385 deg2. En la Fig. 3-5 se muestra la evolución en
el área de mapeo de BOSS para el norte galáctico (NGC) y sur galáctico (SGC), desde
el DR9 hasta su estado final DR12 (Alam et al., 2015). El porcentaje de hu
a) b)
Fig. 3-4: Datos primarios completos y campo de cobertura de la bóveda celeste en
coordenadas ecuatoriales de a) Legacy SDSS-DR7 (Imagen tomada de Wang et al. (2013)),
y de b) BOSS SDSS-DR10 (Imagen tomada de Ahn et al. (2014a)).
3275 deg2 6262.1 deg2 8509.6 deg2 14555 deg2
Fig. 3-5: De izquierda a derecha, campo de cobertura y completitud de BOSS DR9 (Ahn
et al., 2012), DR10 (Ahn et al., 2014b), DR11 (Alam et al., 2015) y DR12 (Alam et al.,
2015).
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3.2. Huecos, bordes y footprint de los catálogos
Los catálogos de galaxias que utilizan espectrógrafos de fibra óptica multiobjeto requieren
métodos automatizados para controlar cada una de las fibras y decidir eficientemente cómo
apuntar a las regiones de interés para registrar la información del objetivo (target) en
cuestión. En el caso del SDSS-I/SDSS-II se observan 640 objetos simultáneamente, con
SDSS-III se aumentó este valor a 1000, en ambos casos los objetos se observan en un
campo circular con radio de 1.49o denominado tile (Blanton et al., 2003). A pesar de utilizar
mecanismos automatizados, existen efectos que provocan regiones no mapeadas o erróneas en
la medición, cuyo resultado son huecos en el catálogo, en particular estos efectos se asocian a
la posición de las fibras ópticas; el más significativo es la colisión de fibras (fiber collisions ),
que ocurre cuando, en una misma observación, dos objetivos están lo suficientemente cerca
entre śı, de tal manera que las fibras se cruzan entre ellas sobrepasando el ángulo permitido
(ver Fig. 3-6). Para SDSS-I/II el radio colisión entre fibras es de 55′′, para BOSS SDSS-III
el radio de colisión es 62′′. Asimismo existen efectos adicionales, inherentes al proceso de
observación, que no se pueden despreciar y que también producen sectores del cielo que
deben ser eliminados del catálogo por múltiples razones, como efectos debidos a seeing,
estrellas brillantes que saturan los detectores, obstrucción del campo de visión por satélites,
meteoritos u objetos cercanos, y fallas en la conexión de las placas de observación, pues éste
es un proceso netamente manual, con lo cual cada fibra no está conectada necesariamente en
el mismo agujero cada vez que se conecta un plato (Ahn et al., 2014a); todos estos efectos
son identificados y cuantificados con detalle mediante máscaras (mask).
La acumulación de estos efectos resulta en una distribución de huecos en el catálogo de
galaxias. Con ello, el área efectiva de cubrimiento del catálogo, depende de la calidad de las
máscaras que dan cuenta de los sectores a excluir de la observación, y por ende del análisis
cient́ıfico. Los diferentes tipos de máscaras dependen exclusivamente del catálogo, en general,
el SDSS-I/II cuenta con las siguientes máscaras: Bleeding, Bright star, Trail, Hole y Seeing.
En el caso de SDSS-III se tienen las máscaras:
Bright Star Mask : Que bloquea las regiones alrededor de estrellas brillantes del catálogo
Tycho-2 (Høg et al., 2000). El radio de cada región enmascarada es una función del
brillo aparente de la estrella. Tanto para galaxias como para QSO, la máscara se utiliza
para eliminar objetos y regiones del catálogo.
Centerpost Mask : Está relacionada con la posición de las fibras ópticas en las placas de
observación. Cada fibra está centrada en un agujero, en cuyo caso ningún objeto de
observación dentro de 92” del centro del plato podrá ser asignado a una fibra.
Bad Field Mask : Contiene información sobre los campos de imagen que tienen una
fotometŕıa inaceptable para hacer análisis cient́ıfico. Aśı, los objetos y/o puntos random
ubicados dentro de estos campos son excluidos del catálogo.
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Fig. 3-6: Colisión de fibras ópticas (fiber collisions). Cada ćırculo (ĺıneas puntada y sólida)
esta centrado en la ubicación del objetivo, con un diámetro igual al ĺımite de la colisión
entre fibras. Los ćırculos que se intersectan representan objetivos que han colisionado. Los
ćırculos que no se intersectan representan el mayor subconjunto de galaxias que se pueden
elegir dentro del sector de fiber collisions. Imagen tomada de Blanton et al. (2003).
Collision Priority Mask : Coloca ćırculos alrededor de todos los objetos de observación
con un radio de 62”, ya que ésta es la distancia máxima para que no ocurra una colisión
entre fibras ópticas en los platos.
Para información detallada sobre de cada máscara ver (Blanton et al., 2003; Smee et al., 2013;
Dawson et al., 2013)). Todas estas máscaras son de exclusión, e indican los campos en que la
calidad de los datos es inaceptable, es decir que si un punto aleatorio se encuentra en la región
de una máscara en particular, este será excluido del catálogo. Las máscaras de BOSS están
disponibles en https://www.sdss3.org/dr9/algorithms/boss_tiling.php y se pueden
utilizar para análisis y comprobación de los efectos de exclusión de áreas potencialmente
problemáticas en el catálogo; de acuerdo con (Blanton et al., 2003) estas áreas resultan
relevantes y útiles en el estudio de la estructura a gran escala. En particular en los estudios
de análisis fractal, (Yadav et al., 2010) hace referencia a que algunos efectos pueden ser
provocados por la geometŕıa de los catálogos, ya que los huecos no sólo producen regiones
de incompletitud, sino que modifican la geometŕıa de las máscaras añadiendo bordes.
A pesar de que las máscaras incluyen huecos observacionales como se mencionó antes, existe
una “plantilla” de observación del SDSS, denominada footprint, que representa el caso ideal
del mapeo, es decir, no presenta huecos y cubre la mayor área posible de observación. Para
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fines del presente trabajo se utilizó el footprint de BOSS boss survey.ply (ver Fig. 3-7a);
en este caso el área efectiva del catálogo coincide con el área planeada del mismo. Tanto
las máscaras como el footprint del SDSS están diseñadas en forma de poĺıgonos convexos,
generados independientemente para cada uno de los 5 filtros del catálogo (ver Fig. 3-7b). En
las versiones .ply y .fits de estos archivos, la geometŕıa de las máscaras se da en términos
de arreglos esféricos de poĺıgonos y son manejados con el software Mangle (Hamilton y
Tegmark, 2004). Mangle es un software libre de código abierto diseñado para trabajar con
máscaras angulares complejas, como las de catálogos de galaxias, en las que es necesario
realizar proyecciones de la esfera celeste en un plano. Para Mangle, una máscara es una
unión arbitraria de regiones angulares ponderadas arbitrariamente y delimitadas por un
número arbitrario de bordes. Dentro de las tareas de Mangle se encuentran: la conversión de
formatos a proyecciones 3D, descomposición de conjuntos de poĺıgonos en partes inconexas,
expansión de las máscaras en armónicos esféricos y la generación de puntos aleatorios con
pesos estad́ısticos dados por la máscara, entre otras (Hamilton y Tegmark, 2004; Swanson
et al., 2008).
a) b)
Fig. 3-7: a) Proyección del norte y sur galáctico del footprint de BOSS (boss survey.ply)
en el plano RA-DEC del catálogo espectroscópico; b) estructura de poĺıgonos del footprint
de BOSS para cada hemisferio galáctico. Imagen tomada de https://www.sdss3.org.
3.3. Construcción de catálogos sintéticos y muestras
limitadas en redshift
Los catálogos sintéticos poseen una distribución aleatoria de puntos que representan las
galaxias observadas por el SDSS, estos se construyeron con base en el footprint de BOSS
para cubrir la mayor área de observación posible, que corresponde a 14555 deg2. El footprint
de BOSS esta conformado por un total de 19 poĺıgonos que dan cuenta de los dos hemisferios
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del catálogo (ver Fig. 3-7b). En este trabajo se utilizó exclusivamente el hemisferio norte
del catálogo espectroscópico por cubrir una mayor área, ∼ 9399 deg2 (ver Fig. 3-8), los
poĺıgonos del hemisferio sur se eliminaron del footprint boss survey.ply. Utilizando la
tarea ransack de mangle, se asignaron las coordenadas ecuatoriales (α, δ) ≡ (RA, DEC)
para el equinoccio estandár J2000.02 a cada punto dentro la máscara del footprint de BOSS
(ver Fig. 3-8). Para ello primero se selecciona al azar un poĺıgono de la máscara, con una
probabilidad proporcional al producto del peso estad́ıstico y el área del poĺıgono, luego, este
se circunscribe y se genera un punto al azar dentro del ćırculo, se comprueba si el punto se
encuentra dentro del poĺıgono, y en caso afirmativo se mantiene el punto, de lo contrario
se repite el algoritmo. La densidad numérica de puntos generados en el footprint de BOSS
corresponde a 3.273.548, la misma del catálogo random random0 DR11v1 LOWZ North.dat
disponible en la base de datos SAS http://data.sdss3.org/sas/ (ver tabla 3-3). Los
catálogos random poseen la misma estructura, geometŕıa y huecos, del catálogo observado
SDSS-DR11 galaxy DR11v1 LOWZ North.dat, con la diferencia de que éste último posee una
muestra de 2401952 galaxias con redshift 0.00014 < z < 0.98723 (ver Fig. 3-9). Cabe resaltar
que los catálogos sintéticos son catálogos construidos con base en el footprint de BOSS e
inicialmente no contienen huecos pues representan una observación ideal.
a) b)
Fig. 3-8: a) Proyección del norte galáctico en coordenadas ecuatoriales del footprint
boss survey.ply de BOSS del catálogo espectroscópico generado con Mangle; b)
distribución de galaxias en el espacio de redshift (α vs z) - en azul, muestra limitada en
0.002 < z < 0.2.
Los catálogos sintéticos basados en el footprint de BOSS se limitaron en una delgada
“rebanada” de redshift, un slice que comprende 0.002 < z < 0.2, para que el intervalo de
tiempo entre dos eventos en estos puntos sea lo suficientemente pequeño y no se produzcan
2J2000.0 es una época referencia que fija las coordenadas ecuatoriales el 1 de enero del año 2000 a las
11:58:55.816 UTC. El prefijo “J” indica que es época Juliana.
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Núm. de puntos
del Catálogo
DR7 DR10-LOWz DR11-LOWz Footprint BOSS
Random Galaxy Random Galaxy Random Galaxy Uniform Shuffler
Muestra sin limitar
0.00014 < z < 0.98723
1925442 105832 10162336 203614 14035192 281103
3273548 3273548
Muestra limitada en
0.002 < z < 0.2
1765923 97064 2329271 49420 3273548 66314
Tab. 3-3: Número de datos que contienen los catálogos de galaxias, catálogos random, y
catálogos sintéticos.
Fig. 3-9: Proyección del norte galáctico en coordenadas ecuatoriales del catálogo
espectroscópico SDSS DR7, DR10, DR11, y footprint de BOSS. La barra de color indica
la distribución en redshift para cada catálogo.
cambios significativos en los patrones de las estructuras a gran escala (Laporte, 2014). Para
modelar adecuadamente el comportamiento de las galaxias respecto a su distribución en
redshift, es necesario conocer un modelo teórico completo que de cuenta del comportamiento
de la población de galaxias en el catálogo en cuestión. A pesar de no contar con un modelo
completo (Ross et al., 2012), los efectos de la distribución en redshift se pueden conocer
a través de la información que proveen los catálogos observados, los catálogos random y
algunas simulaciones cosmológicas, teniendo en cuenta que estos siempre siguen una función
de selección radial n(z) (Ross et al., 2012; Kazin et al., 2010). Como es de esperar, los
catálogos se verán afectados por los efectos de la función de selección radial, que resultan
de la incapacidad instrumental para detectar galaxias tenues a grandes distancias. Para
determinar n(z) se utilizó el método shuffled sugerido por Ross et al. (2012); Kazin et al.
(2010), que consiste en asignar aleatoriamente, a cada punto de la muestra sintética, un
valor de redshift seleccionado de los catálogos de galaxias. En la Fig. 3-10 se observa el
comportamiento de la función de selección radial, esto es el número de galaxias en función
del redshift, para diferentes catálogos de galaxias (observados, random y sintéticos basados
en el footprint de BOSS).
En nuestro caso particular, primero se filtraron todos los valores de redshift del catálogo
de galaxias DR11 (DR11 Galaxy Sample) entre 0.002 < z < 0.2, luego se utilizó el método
shuffle y se asignaron los redshift a cada punto del footprint hasta completar el catálogo
sintético. De esta manera se construyeron dos catálogos sintéticos homogéneos sin huecos,
ambos con la misma distribución en (α, δ), pero diferente función de selección radial: el
3.3 Construcción de catálogos sintéticos y muestras limitadas en redshift 47
primer catálogo se construyó con el método shuffle, el segundo con una función de distribución
uniforme. En la Fig. 3-11 se observa la distribución de galaxias en el espacio de redshift para
estos catálogos.


































Fig. 3-10: Función de selección radial para diferentes catálogos de galaxias (observados,
random, y sintéticos), limitados en 0.002 < z < 0.2. Las muestras denominadas Footprint
20, Footprint 40, Footprint 60 se refieren al Footprint de BOSS con un porcentaje de huecos,
sobre la muestra total, del 20%, 40%, 60% respectivamente.
Una vez construidos los catálogos sintéticos, se conocen las coordenadas (RA, DEC, z) ≡
(α, δ, z) para cada punto de la muestra. La medición del área de los huecos observacionales,
en las máscaras de los catálogos DR10 y DR11, indica que estos alcanzan un tamaño máximo
de 36.727 deg2, pudiéndose modelar como elipses con semieje mayor amax = 3.893
◦ y semieje
menor bmax = 3.003
◦. Los huecos en el footprint se generan mediante el siguiente algoritmo:
dado un footprint de entrada, se selecciona un punto al azar de la muestra con coordenadas
(αrnd, δrnd), se “traza” una elipse con centro en este punto y con semiejes a ∈ (0, 3.893]
◦
y b ∈ (0, 3.003]◦ elegidos también aleatoriamente, después se suprimen todos los puntos
interiores a dicha elipse, de manera que satisfacen la ecuación 3-3. Todas las posiciones que
han sido eliminadas de la muestra se almacenan en una lista (equivalente a una máscara
de huecos), y se repite este procedimiento abriendo más huecos en el footprint, hasta que
se cumpla la condición: NT = Nfootprint(1 − T/100), donde T es el porcentaje de huecos
a abrir, calculado sobre el número total de datos del footprint original. Finalmente, al
footprint sin huecos se le resta la máscara con huecos recién creada y se obtiene un nuevo
footprint (footprint-10, footprint-20, footprint-30, footprint-40, footprint-50, footprint-60 y
footprint-70 para los correspondientes porcentajes de huecos). Todos los catálogos con huecos
están correlacionados, ya que se construyeron acumulativamente, es decir que el footprint-10
contiene al footprint-20, éste a su vez contiene al footprint-30 y asi sucesivamente con los
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a) b)
c) d)
Fig. 3-11: Distribución espacial de galaxias en el espacio de redshift (α vs z). Cada punto
representa una galaxia, en ascención recta α (RA) y redshift z, de muestras limitadas en
0.002 < z < 0.2 y declinación (DEC) −1.25o < δ < 1.25o para slices del: a) SDSS DR7,
b) SDSS DR11, c) footprint de BOSS con n(z) shuffle, y d) footprint de BOSS con n(z)
uniforme.
demás footprint-T. En la Fig. 3-12 se ilustra las proyecciones en (α, δ) de los catálogos con
huecos, creados con el método anterior, y con los que se realizó el análisis multifractal que
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Fig. 3-12: Proyecciones en (α, δ) de los footprint con huecos, limitados en 0.002 < z < 0.2
con los que se realizó el análisis multifractal. Los porcentajes de huecos están calculados con
base en el número total de datos del footprint de BOSS.

Caṕıtulo 4
Análisis multifractal de catálogos
sintéticos: efecto de huecos y bordes
La suposición de que el universo es homogéneo e isotrópico a escalas suficientemente grandes
es esencial para la comprensión actual de la cosmoloǵıa. Las observaciones de galaxias
registradas en catálogos espectroscópicos revelan claramente que el universo presenta un
agrupamiento jerárquico en la distribución de galaxias, con una transición a la homogeneidad
a grandes escalas de acuerdo con el modelo estándar cosmológico ΛCDM (Peebles, 1980,
1993; Coil, 2013). Algunas estimaciones observacionales sugieren también, que el universo se
comporta como un objeto multifractal, en donde el agrupamiento de galaxias se basa en la
generalización de la dimensión del espacio métrico (Mart́ınez y Jones, 1990; Chacón, 2014).
Pese al éxito de los modelos basados en el principio cosmológico, aún hay preguntas abiertas
en relación a la formación de estructuras en el universo (Peacock, 1999), en particular, si el
principio cosmológico es válido ¿a qué escala se observa la transición a la homogeneidad?,
¿afecta la geometŕıa de los catálogos el cálculo de ésta escala?.
Algunos autores como Martinez y Saar (2010), Gabrielli et al. (2006), Joyce et al. (2005),
Rozgacheva et al. (2012) y Chacón (2014) reportan que las galaxias se agrupan en patrones
jerárquicos altamente estructurados, con propiedades de autosimilitud y una dimensión
fractal menor a la dimensión del espacio f́ısico D = 3; en estos trabajos, se propone una
revisión del principio cosmológico, pues los modelos basados en una fuerte homogeneidad
e isotroṕıa no seŕıan consistentes con las observaciones, en este caso, el comportamiento
fractal da cuenta de la “falta” de homogeneidad en la distribución de galaxias a gran escala.
De otra parte, autores como Hogg et al. (2005) encuentran una escala de homogeneidad,
alrededor de los 70 Mpc/h, utilizando catálogos de galaxias luminosas rojas con muestras
limitadas en z ≤ 0.3. Sarkar et al. (2009) corroboró estos resultados utilizando muestras del
SDSS-DR6, encontrando una transición a la homogeneidad entre 60 y 70 Mpc/h. En este
mismo sentido, y utilizando análisis fractal con datos del catálogo WiggleZ, Scrimgeour et al.
(2012) muestra que la distribución de galaxias presenta una transición a la homogeneidad en
una escala espacial de ∼ 80 Mpc/h, con lo que el comportamiento fractal de la distribución
desaparece.
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En este caṕıtulo se estudia la distribución espacial de galaxias a gran escala utilizando
catálogos sintéticos homogéneos, creados a partir del footprint de BOSS e incluyendo el
efecto de huecos y bordes observacionales. Los catálogos sintéticos siguen una función de
selección radial construida con el método “shuffled” para una muestra principal de 3.273.548
galaxias limitadas en redshift con 0.002 < z < 0.2. Se determinó la dimensión fractal Dq
y el espectro de lacunaridad para ocho catálogos sintéticos, con base en el cálculo de la
integral de correlación generalizada, utilizando la técnica de ventana deslizante expuesta por
(Mart́ınez y Saar, 2003; Rodrigues et al., 2005). Éste método ha sido utilizado previamente
por Chacón-Cardona y Casas-Miranda (2012a) con datos de la simulación Millennium
(Springel et al., 2005) en halos de materia oscura, en cuyo caso se observa una transición a la
homogeneidad alrededor de 120Mpc/h. Chacón-Cardona y Casas-Miranda (2012a) muestran
que los espectros de dimensión multifractal son una poderosa herramienta estad́ıstica que
permite caracterizar distribuciones de puntos altamente irregulares, y con ello dar cuenta de
la dependencia radial de la dimensión fractal Dq y del espectro de lacunaridad.
4.1. Muestras en coordenadas comóviles
Se construyeron ocho catálogos sintéticos limitados entre 0.002 < z < 0.2, como se indicó en
el caṕıtulo 3; la muestra del footprint sin huecos, que es la más densa en términos del
número de datos, contiene las posiciones de 3.273.548 objetos en coordenadas ecuatoriales
absolutas, ascensión recta α, declinación δ y redshift z (ver tabla 4-1). La distribución de
huecos observacionales generados en los demás catálogos, abarcan valores del 10% al 70% de
la máscara footprint de SDSS-BOSS del hemisferio norte, la cual contiene un muestreo ideal
de todos los puntos registrados en el catálogo, cubriendo un área total de ∼ 9399 deg2 (ver
Fig. 3-12). Para hacer el análisis multifractal, y con el objetivo de comparar los resultados
con la cosmoloǵıa estándar, se calcularon las coordenadas comóviles cartesianas de cada
galaxia/punto de los catálogos sintéticos, para ello se utilizaron las siguientes expresiones:
xi = Di cos(δi) cos(αi),
yi = Di cos(δi) sin(αi), (4-1)
zi = Di sin(δi),
en donde αi y δi son la ascensión recta y declinación del i-ésimo punto del catálogo, y Di es













Ωm(1 + z′)3 + Ωk(1 + z′)2 + ΩΛ
,
siendo c la velocidad de la luz en el vaćıo, Ωm = 0.3089 ± 0.0062 el parámetro densidad de
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materia, Ωk = 0.000 ± 0.005 el parámetro de curvatura, ΩΛ = 0.6911 ± 0.0062 la densidad
de enerǵıa oscura, y H0 = 100 hkm s
−1Mpc−1 = (67.74 ± 0.46) km s−1Mpc−1 la constante
de Hubble a tiempo presente, todos, acorde a los valores reportados por la misión Planck
(Collaboration et al., 2015). Por otra parte, para realizar el análisis fractal se debe hacer
un muestreo dentro de los catálogos limitados en redshift, sin hacer supuestos acerca de la
forma de la agrupación a analizar, es necesario determinar el radio de la esfera más grande
que estos pueden contener. De acuerdo con Gabrielli et al. (2006), la profundidad efectiva
para todas las muestras de acuerdo a sus ĺımites en ascensión recta y declinación se puede





donde Rd corresponde a la distancia radial máxima de la muestra y δθ = min(α2−α1, δ2−δ1),
con α2, α1 los limites en ascensión recta y δ2, δ1 los limites en declinación de la muestra.
En los catálogos de galaxias, las distorsiones en el espacio de redshift debidos a movimientos
peculiares pueden ser importantes para muestras de bajo redshift, en el caso de los catálogos
sintéticos, este efecto puede ser despreciado dada la naturaleza de la función de seleccion
radial, la cual se contruyó mediante un campo aleatorio estad́ısticamente homogéneo e
isotrópico en el catálogo padre (footprint de BOSS sin huecos, ver caṕıtulo 3); con ello
el espacio real no se ve afectado por este tipo de distorsiones (Dodelson, 2003), de alĺı que
nuestros análisis se hagan en coordenadas comóviles y no en el espacio de redshfit (Chacón,
2014). En la Fig. 4-1 se observa una proyección en coordenadas cartesianas comóviles de las
diferentes muestras usadas en el análisis multifractal. En la siguiente sección se presenta el












0% 3273548 9399 0
396.68
10% 2946193 8459 940
20% 2618838 7519 1880
30% 2291484 6579 2820
40% 1964129 5639 3759
50% 1636774 4699 4699
60% 1309419 3759 5639
70% 982064 2820 6579
Tab. 4-1: Resumen de las muestras limitadas en 0.002 < z < 0.2, creadas partir del footprint
de BOSS con diferentes porcentajes de huecos respecto al área total de cubrimiento del
catálogo y utilizadas en el análisis multifractal.
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Fig. 4-1: Posiciones en coordenadas cartesianas comóviles de cada punto de los catálogos
limitados en redshift, para diferentes porcentajes de huecos estimados sobre el total de datos
del footprint de BOSS.
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4.2. Dimensión multifractal y espectros de lacunaridad
Para cada uno de los catálogos sintéticos elaborados previamente, en coordenadas comóviles,
limitados en redshift 0.002 < z < 0.2, y con diferentes valores para el área de cubrimiento
de huecos observacionales respecto al footprint de BOSS, se calculó la integral de correlación
generalizada Cq, la dimensión fractal Dq y el espectro de lacunaridad Φq correspondiente a
cada distribución. La incertidumbre estad́ıstica en los valores de Cq se determinó usando la







(q − 1) [ni(r)]
q−2 ∆ni(r), (4-3)
donde ni(r) es el número de part́ıculas contenidas en una esfera de radio r, cuyo centro es la
posición de la i-ésima part́ıcula (ver ecuación 2-13). La incertidumbre ∆ni(r) se determina
numéricamente contando el número de puntos que podŕıan ser incluidos en ni(r), pero que
no fueron incluidos debido a la incertidumbre en su posición, es decir, aquellos puntos que
estad́ısticamente están por fuera del cascarón esférico, a pesar de estar muy cerca de sus
fronteras (Chacón-Cardona y Casas-Miranda, 2012a).
Para realizar el cálculo de la integral de correlación generalizada Cq, se eligió un paso de
distancia ∆r = ri − ri−1 = 1.0 Mpc/h, que corresponde al valor medio de la distancia entre
galaxias en cúmulos de galaxias (Narlikar, 2002; Sharan, 2009; Martinez y Saar, 2010). El
valor de Cq se determinó para cada una de las distribuciones de los catálogos, utilizando
13 valores diferentes del parámetro de estructura en el intervalo −6 ≤ q ≤ 6, con el fin de
comparar los resultados con los obtenidos por Chacón (2014) y Scrimgeour et al. (2012). En
la Fig. 4-2 se observa el comportamiento de Cq en función de la distancia comóvil r. Los
valores de q ≥ 0 dan cuenta de las regiones de alta densidad dentro de la distribución de
puntos, en tanto valores q < 0 dan cuenta de las regiones de baja densidad en la misma
distribución. El comportamiento de la integral de correlación generalizada es similar en las
ocho muestras estudiadas, desde un 0% de huecos hasta 70% de huecos en el footprint de
BOSS. En las regiones de infra-densidad, con q ≤ 1, Cq tiene un comportamiento decreciente,
esto indica que es poco probable encontrar estructuras bien definidas a una cierta distancia
r, por el contrario para las regiones de sobre-densidad, con q ≥ 1, la curva es creciente, es
decir que la probabilidad de encontrar estructuras de gran tamaño es alta conforme aumenta
la distancia r. Para evitar la divergencia de la ecuación 2-17 cuando q = 1, la integral de
correlación Cq se calcula utilizando el ĺımite numérico, en cuyo caso converge al promedio
de los ĺımites por izquierda y por derecha de q.
Una vez obtenida la integral de correlación generalizada, se determinó el espectro de
dimensión fractal Dq de acuerdo con la ecuación 2-18; en este caso se utilizó la técnica
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de ventana deslizante expuesta por Mart́ınez y Saar (2003) y Rodrigues et al. (2005), la
cual se aplicó al logaritmo de la integral de correlación Cq en función del logaritmo de la
distancia radial comóvil r, pues en este caso se tiene una relación lineal entre dichas variables
(Pietronero y Labini, 2004; Chacón-Cardona y Casas-Miranda, 2012a), i.e., log(Cq) ∝ log(r)
en donde la constante de proporcionalidad está relacionada con la dimensión fractal (ver
ecuación 2-16). La técnica de ventana deslizante consiste en dividir una curva en segmentos
y hacer un ajuste lineal ponderado, con el método de mı́nimos cuadrados, para un conjunto
de puntos sucesivos del gráfico. De esta manera se conoce la pendiente 1
q−1
Dq y el punto
de intersección 1
q−1
log(Fq) de la recta que se ha aproximado a un segmento de la curva en
cuestión; este procedimiento se realiza con todas las curvas generadas por cada centro y por
cada parámetro de estructura. En la Fig. 4-3 se presentan los resultados del espectro de
dimensión fractal para regiones de baja densidad con valores del parámetro de estructura
q < 1; la fuerte oscilación deDq para r ∈ [0, 20]Mpc/h se explica debido a que en las regiones
de baja densidad se presentan estructuras bien definidas separadas por grandes vaćıos, que
disminuyen hasta que la oscilación se amortigua hasta los 60 Mpc/h para luego converger a
Dq ∼ 3. Nótese que para r > 60 Mpc/h la dimensión multifractal está acotada de manera
que Dq < 4, aśı, los valores de Dq > 3 representan pequeñas fluctuaciones alrededor de
un espacio plano, que hace parte del modelo cosmológico fiducial elegido para hacer éste
análisis. Las implicaciones f́ısicas sobre este hecho no se discuten en el presente trabajo, sin
embargo un estudio riguroso de este resultado deberá considerar la estructura topológica del
espacio-tiempo y posibles modificaciones de la relatividad general. De otra parte, para las
regiones de alta densidad, el espectro de dimensión fractal en función de la distancia radial se
muestra en la Fig. 4-4, en cuyo caso el parámetro de estructura tiene valores q ≥ 1. De estos
gráficos es posible obtener el comportamiento de Dq en términos del factor de estructura,
como se aprecia en la figura 4-5; con ello, dado un catálogo, se abarcan todas las densidades
de la muestra en un único espectro de dimensión multifractal para diferentes escalas de
distancia radial. En cada gráfica se indica el valor especifico de distancia r medida desde los
centros. Se observa un comportamiento de dimensión fractal acotada por 3.0 < Dq < 3.2,
la cual converge a la dimensión del espacio f́ısico conforme aumenta el valor de q. Para la
muestra de 40% de huecos, se observa un comportamiento débilmente fractal, con dimensión
2.9 < Dq < 3.0, para r > 90 Mpc/h alrededor de los centros. Para todos los casos las barras
de error tienen una incertidumbre de ±1σ y coinciden con el ancho de ĺınea de las curvas,
cada una de ellas con un coeficiente de confianza del 0.99% según la prueba de t-Student 1.
Nuestro análisis se complementa con el espectro de lacunaridad calculado con la ecuación
(2-19), que da cuenta de los vaćıos en la distribución de puntos, del efecto de los bordes
generados por las distribuciones de huecos observacionales e indica de qué manera el conjunto
de puntos llena el espacio de las máscaras; en este caso se tomaron los mismos valores del
1La prueba t-Student se utiliza para contrastar hipótesis en poblaciones con distribución normal, pero
con un tamaño muestral pequeño como para realizar inferencia sobre una muestra normalmente distribuida.
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parámetro de estructura antes mencionado. Las figuras 4-6 y 4-7 muestran los resultados
correspondientes a esta cantidad, en particular para escalas r < 25 Mpc/h se observa un
comportamiento conjunto de Φq para todas las muestras en cada valor q, este resultado y
otros se discuten con detalle en la siguiente sección. Con base en estas gráficas y teniendo
en cuenta los resultados de la dimensión fractal de las figuras 4-3 y 4-4, se determinó la
escala a la cual la distribución de puntos, de cada catálogo, tiende a la homogeneidad con
un margen de error del 1% (ver Fig. 4-8), i.e., la dependencia de la escala de homogeneidad
rH en función de la densidad de huecos en cada catálogo como se muestra en la tabla 4-2. El
procedimiento para determinar rH consistió en hacer un barrido numérico a lo largo de todos
los valores de r, y seleccionar aquel r para el cual la curva de dimensión fractal empieza a
converger a D = 3 entre los ĺımites 2.097− 3.03.
Porcentaje
Huecos
q [(rH ± 0.03) Mpc/h]
-6 -5 -4 -3 -2 -1
0 23.64 20.77 19.11 17.23 17.06 18.95
10 154.58 155.28 150.11 148.65 151.16 144.86
20 73.10 78.85 72.39 71.75 56.49 69.28
30 - - 64.38 47.69 37.47 67.55
40 87.33 85.49 84.85 79.27 76.69 53.33
50 - 52.19 51.88 54.36 62.16 67.04
60 - - - - 159.25 149.48
70 - - - - - -
Porcentaje
Huecos
q [(rH ± 0.03) Mpc/h]
0 1 2 3 4 5 6
0 16.05 12.40 13.70 18.60 16.67 26.15 32.34
10 144.18 63.72 68.08 65.49 71.89 72.54 79.36
20 70.50 70.61 70.05 68.44 68.07 69.46 67.04
30 72.72 73.53 79.85 81.81 81.28 83.25 86.46
40 - - - - - - -
50 69.47 75.21 77.42 81.14 83.13 83.74 88.48
60 147.84 93.67 98.87 112.15 116.65 125.60 -
70 61.28 88.14 91.98 90.02 93.58 92.34 95.31




























































































































































































































































































































Fig. 4-2: Integral de correlación generalizada vs. distancia radial comóvil para los valores de q estudiados en el intervalo
−6 < q < 6. Se evidencia un comportamiento similar en las ocho muestras de la tabla 4-1 para diferentes porcentajes de
huecos en el footprint, tanto en las regiones de sobre-densidad con q ≥ 1 (panel izquierdo de cada catálogo), como en las de
infra-densidad con q ≤ 1 (panel derecho de cada catálogo).































0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
r (Mpc/h)
q = −1




















Fig. 4-3: Espectro de dimensión fractalDq(r) en función de la distancia radial comóvil r para
entornos de baja densidad, con −6 ≤ q ≤ 0. Las barras de error tienen una incertidumbre
de ±1σ y coinciden con el ancho de ĺınea de las curvas, cada una de ellas con un coeficiente
de confianza del 0.99% según la prueba de t-student.
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Fig. 4-4: Espectro de dimensión fractal Dq(r) en función de la distancia radial comóvil r
para entornos de alta densidad, con 1 < q ≤ 6. Las barras de error tienen una incertidumbre
de ±1σ y coinciden con el ancho de ĺınea de las curvas, cada una de ellas con un coeficiente
de confianza del 0.99% según la prueba de t-student.
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Fig. 4-5: Espectro de dimensión fractal Dq(r) para cada distribución de puntos en función
del parámetro de estructura q ∈ [−6, 6]. La ĺınea sólida indica la interpolación de Bezier
realizada a la dispersión de datos.
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Fig. 4-6: Espectro de lacunaridad Φq(r) en escala logaŕıtmica en función de la distancia
radial r, en entornos de baja densidad (−6 ≤ q ≤ 0), para cada distribución de puntos de
las muestras limitadas en redshift.
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Fig. 4-7: Espectro de lacunaridad Φq(r) en escala logaŕıtmica en función de la distancia
radial r, en entornos de alta densidad (0 < q ≤ 6), para cada distribución de puntos de las
muestras limitadas en redshift.
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Fig. 4-8: Comparación de la escala de homogeneidad rH en función de la densidad de huecos
de los catálogos. A la izquierda, entornos de baja densidad (−6 ≤ q ≤ 0); a la derecha,
entornos de alta densidad (0 < q ≤ 6).
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4.3. Discusión
La caracterización de la distribución de materia en catálogos sintéticos, con cantidades
multifractales, utilizando coordenadas comóviles, adquiere relevancia en cuanto permite
determinar la escala de transición a la homogeneidad en escenarios con materia oscura, como
es el caso del modelo estándar cosmológico ΛCDM. En este sentido, el espectro de dimensión
fractal provee información suficiente para evidenciar, en caso de que exista, algún tipo de
transición o ruptura de homogeneidad a una cierta distancia. Esto justifica el hecho de que
en nuestro análisis se hallan utilizado muestras estad́ısticamente homogéneas, que siguen la
función de selección radial observada, y que involucran aspectos geométricos de las máscaras
usadas en los catálogos de galaxias. El análisis realizado con estos catálogos proporciona
una visión realista de los defectos geométricos de las máscaras, debidos exclusivamente a
procesos observacionales e instrumentales. En los cálculos realizados se tuvo en cuenta el
radio comóvil máximo de la esfera que circunscribe los bordes de cada muestra, con ello,
el estudio fractal se puede realizar mediante pequeños y sucesivos muestreos dentro de esta
esfera (Joyce et al., 2005).
El método utilizado para determinar las cantidades fractales se validó con el catálogo
principal sin huecos. Éste representa una muestra totalmente ideal, de un catálogo basado
en el footprint de BOSS, con una distribución uniforme de 3273548 puntos en toda la
máscara, limitados en redshift 0.002 < z < 0.2. Para este catálogo no se evidencia un
comportamiento fractal, pues para todos los valores del parámetro de estructura q, la
dimensión fractal Dq converge rápidamente a la dimensión del espacio f́ısico D = 3, la
transición hacia la homogeneidad ocurre, en promedio, a rH ∼ 19.436 Mpc/h. Este análisis
también se realizó con catálogos que poseen diferentes distribuciones de huecos y bordes,
permitiendo comparar nuestros resultados con los obtenidos por otros autores; en particular
para la simulación Millennium (Chacón-Cardona y Casas-Miranda, 2012a), para muestras
limitadas en volumen del SDSS-DR9 (Chacón, 2014), muestras del SDSS-DR7 (Chacón,
2014) y muestras limitadas en redshift del catálogo Wigglez (Scrimgeour et al., 2012).
Chacón-Cardona y Casas-Miranda (2012a) realizaron un análisis multifractal para la
distribución de halos de materia oscura en la simulaciónMillennium (Springel et al., 2005), en
el que encontraron transición a la homogeneidad a escalas entre 100 Mpc/h y 120 Mpc/h, en
conformidad con el modelo estándar cosmológico. Por el contrario, el análisis con muestras
limitadas en volumen del SDSS-DR7 (Chacón, 2014; Chacón-Cardona y Casas-Miranda,
2012b; Munoz-Cuartas y Mueller, 2012), reportan un comportamiento fractal de la estructura
a gran escala hasta 165Mpc/h, como resultado, la dimensión fractal Dq siempre está por
debajo del ĺımite de homogeneidad D = 3 para todos los valores del parámetro de estructura.
Esta idea está acorde con los resultados de Joyce et al. (1999) y Labini et al. (2009), quienes
encuentran patrones jerárquicos con propiedades de autosimilitud y una dimensión fractal
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menor que la dimensión del espacio f́ısico, a escalas mayores de 100 Mpc/h, sin exhibir
una transición a la homogeneidad. Para el análisis fractal del catálogo WiggleZ, Scrimgeour
et al. (2012) reporta una transición hacia la homogeneidad en rH = 71 ± 8 Mpc/h para
z ≤ 0.2, indicando que la distribución de galaxias no se comporta como un objeto fractal;
este resultado también es corroborado por la investigación de Hogg et al. (2005), Yadav et al.
(2005) y Sarkar et al. (2009), quienes reportan una transición a la homogeneidad en una escala
no superior a los 70 Mpc/h. Wu et al. (1999) y Yadav et al. (2005) concuerdan con este valor
para la escala de homogeneidad, sin embargo sus estudios revelan que para escalas menores,
el agrupamiento de galaxias posee propiedades fractales con dimensión D ≈ 1.2 − 2.2. Con
el objeto de indagar acerca del origen de estas discrepancias entre los valores de la escala de
homogeneidad y el comportamiento fractal de la distribución de galaxias, nuestros resultados
se centran en el estudio de catálogos homogéneos, con huecos y bordes inherentes a procesos
observacionales (ver caṕıtulo 3), y los efectos que estas variables geométricas tienen en la
determinación de cantidades fractales.
La dimensión fractal Dq(r) de los catálogos sintéticos se calculó a partir de la integral
de correlación generalizada Cq(r), utilizando la técnica de ventana deslizante, para
profundidades radiales que llegan incluso a 150 Mpc/h, por encima de la región en la que
se espera encontrar una transición a la homogeneidad. El conjunto de integrales de la Fig.
4-2 es consistente con los resultados de Chacón (2014) y Sarkar et al. (2009); estas funciones
indican la probabilidad de que un par de puntos, del conjunto de datos, se encuentren a una
distancia igual o menor que r, para un cierto valor del parámetro q. Como se observa en la
Fig. 4-2, para valores de q ≥ 0, la integral de correlación es una función creciente en todo el
intervalo de r, lo que significa un aumento en el número medio de vecinos que se encuentran
alrededor de los centros, de esta manera los valores de q ≥ 0 corresponden a las regiones
de alta densidad de los catálogos. En este caso particular, todos los catálogos estudiados
tienen el mismo comportamiento de Cq independiente del número de huecos que tengan, con
ello, la dimensión fractal será convergente y similar para los diferentes valores de q. Para
q < 0 la integral de correlación muestra la razón con la que el número de vecinos alrededor
de los centros, disminuye, dando cuenta de las regiones de baja densidad en la población
estad́ıstica; en todos los catálogos se evidencia que para distancias r > 10 Mpc/h, Cq → 0,
lo que significa que a pequeñas escalas es posible encontrar estructuras definidas que llenan el
espacio de forma granular (Saslaw, 2000), pues el número de vecinos es menor que para q ≥ 0.
El efecto debido a los bordes del catálogo se evidencia mediante el espectro de lacunaridad.
Como se detalló en el caṕıtulo 2, esta cantidad da cuenta de cómo se llena el espacio no
sólo en términos de la cantidad de huecos de la distribución, sino también respecto a su
morfoloǵıa, la cual está dada exclusivamente por la irregularidad de los bordes de los huecos
(Gefen et al., 1983; Allain y Cloitre, 1991). Los máximos y mı́nimos relativos que se observan
en la Figs. 4-6 y 4-7 indican la distancia en la que existe una fuerte dependencia con la
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densidad de huecos. Aśı mismo, la distancia entre picos está relacionada con el tamaño de los
agujeros del catálogo. En la medida en que la densidad de huecos de un catálogo aumenta, la
distancia entre picos también lo hace, con ello el valor de Φq es proporcional a la densidad de
huecos que modificaron los bordes internos del catálogo. Para todos los valores del parámetro
de estructura, el espectro de lacunaridad presenta un comportamiento oscilatorio, congruente
con el resultado de Chacón (2014). De acuerdo con las gráficas 4-6 y 4-7, los valores mı́nimos
de Φq se encuentran entre 40 Mpc/h y 120 Mpc/h, es decir que a estas distancias existen
menos “lagunas”, y la materia está distribuida más uniformemente que en otras escalas; este
resultado es soportado por el espectro de la dimensión fractal Dq(r), que permite determinar
la escala a la que se encuentra una transición a la homogeneidad.
Los resultados del espectro de dimensión fractalDq, muestran que el agrupamiento jerárquico
exhibe un comportamiento que depende de la distancia radial. Para regiones de baja
densidad, cercanas a los centros, Dq presenta fluctuaciones alrededor de la dimensión del
espacio f́ısico; para valores de Dq<0 se observa un comportamiento fractal que tiende a
D = 3 conforme aumenta el valor de q, esto indica que la distribución de puntos se agrupa en
regiones espaciales pequeñas con propiedades de autosimilitud, correspondientes a cúmulos
de galaxias. Las fluctuaciones de la dimensión fractal tienen una amplitud mayor, en tanto
q es menor y el porcentaje de huecos del catálogo es mayor, este hecho afecta la rapidez con
la que la dimensión fractal converge a la escala de homogeneidad rH , i.e,. aquel r tal que
2.97 ≤ Dq ≤ 3.03, pues hasta los 160 Mpc/h, Dq<0 presenta un comportamiento asintótico.
En el caso de regiones con una alta densidad de puntos, se encuentra una clara tendencia
a la homogeneidad, con valores de dimensión fractal que se acercan a la dimensión del
espacio f́ısico con un margen de error del 1%. Se evidencia un rápido crecimiento de Dq≥0
conforme aumenta la distancia r hasta alcanzar la escala de homogeneidad, lo que muestra
que en promedio el espacio está completamente lleno a profundidades mayores que rH , para
r > 80 Mpc/h desaparece el comportamiento fractal.
De acuerdo con nuestros resultados, existe una relación entre la densidad de huecos
observacionales en las máscaras del SDSS y rH ; en particular, los huecos provocan
corrimientos en la escala de homogeneidad. Cuando la densidad de huecos es menor pero
comparable con la densidad de objetos del catálogo, al menos en un 40%, se presenta un
comportamiento fractal con 2.70 < Dq≥0 < 3.20, antes de llegar a la escala de homogeneidad
como se muestra en las Figs. 4-3 y 4-4. En este caso se obtuvo que, para q > 0 y porcentajes
de agujeros cerca de 40%, rH se desplaza a escalas del orden de 120 Mpc/h. Porcentajes
entre 10% y 30% muestran un rH de 70− 90 Mpc/h; y por debajo del 10% de huecos, los
valores de rH se reducen hasta ser iguales a los rH del footprint de SDSS-BOSS sin huecos,
en este caso ∼ 20 Mpc/h. Este valor depende exclusivamente de la densidad de puntos del
catálogo y de la función de selección radial. Para una muestra ideal infitamente densa, la
escala de homogeneidad se alcanza a ∼ 1 Mpc/h, que es la resolución mı́nima con la que se




En esta tesis se estudió el comportamiento de cantidades fractales para catálogos de galaxias
sintéticos, incluyendo diferentes distribuciones de huecos y bordes observacionales. En el
caṕıtulo 2 se introdujo el concepto de dimensión fractal a partir del cual se estudiaron
algunos modelos de agrupamiento jerárquico en este contexto, y más aún, se generalizó la
idea de dimensión utilizando el formalismo multifractal y el concepto de lacunaridad. En
el caṕıtulo 3 se detalló el origen de huecos y bordes observacionales en los catálogos de
galaxias, y las deformaciones geométricas que estos producen en las máscaras de corrección
del SDSS. Se describieron los procedimientos utilizados para construir los catálogos sintéticos
con el footprint de BOSS, limitarlos en redshift y generar las distribuciones de huecos y
bordes en los mismos. En el caṕıtulo 4 se realizó el análisis multifractal de los catálogos
sintéticos, se calculó la integral de correlación generalizada Cq(r), la dimensión fractal Dq(r)
y el espectro de lacunaridad en el intervalo −6 < q < 6. Aśı mismo la dimensión fractal Dq
se entendió como un indicador estad́ıstico que permite determinar la escala de homogeneidad
rH en concordancia con Yadav et al. (2010), teniendo en cuenta los defectos geométricos de
los catálogos sintéticos. En particular de este estudio se puede concluir que:
Los valores de lacunaridad aumentan śı los bordes de los catálogos describen curvas
complejas, que dependen exclusivamente de la distribución de huecos en las máscaras. El
incremento de los bordes en el interior de las máscaras, genera regiones vaćıas que se observan
en el espectro de lacunaridad, como una sucesión de máximos y mı́nimos relativos a lo
largo de todo el rango de distancia comóvil de la muestra. El número de picos en estos
espectros esta relacionado con el tamaño de los agujeros del catálogo. Los mı́nimos relativos
del espectro lacunaridad, en entornos de alta densidad (q ≥ 1), permitieron detectar las
regiones espaciales en las que existe una fuerte dependencia con la densidad de huecos, debido
a la distribución de puntos en las máscaras. Los valores mı́nimos de Φq>0 se encuentran entre
40 Mpc/h y 120 Mpc/h, en estas regiones la materia está distribuida más uniformemente
que en otras escalas; particularmente, para todos los catálogos con huecos y para cada q > 0,
los valores de la escala de transición a la homogeneidad se encuentran alrededor de 80Mpc/h.
Los catálogos sintéticos construidos con base en el footprint de BOSS y sin huecos
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observacionales, presentan una transición a la homogeneidad alrededor de rH ∼ 19.5 Mpc/h
para todos los valores del parámetro de estructura q. El análisis realizado con los catálogos
sintéticos que poseen distribuciones de huecos y bordes reveló que para bajas escalas con
q < 0, existe un comportamiento fractal, en donde las fluctuaciones alrededor de la dimensión
del espacio f́ısico se diluyen hasta alcanzar la escala de homogeneidad Dq = 3.00 ± 0.03
para r > 130 Mpc/h; este comportamiento depende exclusivamente de los huecos y bordes
del catálogo. Para valores del parámetro de estructura q > 0, la dimensión fractal Dq
converge rápidamente a la escala de homogeneidad rH , con bajos valores de lacunaridad
y una tendencia a llenar el espacio f́ısico en escalas mayores a los 80 Mpc/h.
Se encontró que el valor de rH para los catálogos en estudio, depende de la densidad de
huecos observacionales. Los huecos de los catálogos producen dos efectos en el cálculo de
la dimensión fractal: corrimientos en la escala de homogeneidad proporcional a la densidad
numérica de huecos, y un comportamiento débilmente fractal con Dq = 2.94 ± 0.03 para
un catálogo con 40% de huecos, en cuyo caso, el área cubierta por los huecos es menor
pero comparable, con el área cubierta por los objetos del catálogo. Para las regiones de
sobre-densidades, con q > 0, que dan cuenta de la estructura a gran escala, y porcentajes
de agujeros cerca del 40%, rH se desplaza a escalas del orden de 120 Mpc/h. Para los
catálogos con regiones de huecos entre 10% y 30% la escala de homogeneidad está alrededor
de 70 Mpc/h y 90 Mpc/h respectivamente. De igual manera, entre menor sea el porcentaje
de huecos del catálogo, la escala de homogeneidad tenderá a ∼ 19.5 Mpc/h, que corresponde
al valor de rH para el footprint de SDSS-BOSS.
Finalmente, con este estudio se evidencia que el análisis multifractal de la estructura a gran
escala, utilizando catálogos de galaxias y/o máscaras, provee una poderosa herramienta para
describir estad́ısticamente el agrupamiento de galaxias. Adicionalmente permite estudiar
cuantitativamente la escala de transición hacia la homogeneidad y la relación con parámetros
geométricos de los catálogos. Dado que este tipo de análisis depende exclusivamente del
tamaño de la muestra y de la geometŕıa del catálogo/máscara que se utilice, es necesario
disminuir los sesgos observacionales al máximo para no introducir errores sistemáticos en los
métodos. Un desarrollo futuro en esta dirección, podŕıa incluir el estudio del efecto que tiene
introducir un modelo cosmológico fiducial para conocer las distancias comóviles, la incidencia
de las restricciones de parámetros cosmológicos, efectos asociados a las distorsiones en el
espacio de redshift, y el efecto debido a la forma de las funciones de selección radial de los
catálogos.
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Ortegón, G. N. R. (2009). Iteración y fractales:(con Mathematica R©). Facultad de Ciencias..
Universidad Nacional de Colombia - Sede Bogotá.
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